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1. Bevezet�es

1.1. A matematikai statisztika c�elkit}uz�esei

Adott egy minta, amely alapj�an k�ovetkeztet�eseket szeretn�enk levonni bizonyos val�osz��n}us�e-

gekkel, eloszl�as{ illetve s}ur}us�egf�uggv�enyekkel, param�eterekkel kapcsolatban.

P�eld�aul:

Becsl�eselm�elet: ismeretlen param�eterek k�ozel��t�ese

pontbecsl�es: a mint�aban meg�allap��tott selejtar�any alapj�an szeretn�enk megbecs�ulni

az eg�esz sokas�agban lev}o selejtar�anyt

intervallumbecsl�es: kon�dencia{intervallum (azaz megb��zhat�os�agi intervallum) ke-

res�ese, vagyis p�eld�aul olyan intervallummeghat�aroz�asa a minta�atlag k�or�ul, melybe

a v�arhat�o �ert�ek nagy val�osz��n}us�eggel beleesik

Hipot�ezisvizsg�alat: d�ont�es bizonyos hipot�ezisek (feltev�esek) elfogad�as�ar�ol vagy elvet�es�e-

r}ol; p�eld�aul a minta�atlagnak a v�arhat�o �ert�ekt}ol val�o elt�er�ese belef�er{e m�eg a szabv�any-

el}o��r�asokba?

illeszked�esvizsg�alat: a minta milyen eloszl�asb�ol sz�armazik, azaz milyen eloszl�assal

k�ozel��thet}o j�ol? (Vagyis d�ont�es arr�ol, hogy az adott minta illeszkedik{e az adott

eloszl�ashoz?)

homogenit�asvizsg�alat: d�ont�es arr�ol, hogy vajon k�et adott minta ugyanabb�ol az el-

oszl�asb�ol sz�armazik{e?

f�uggetlens�egvizsg�alat: d�ont�es arr�ol, hogy vajon k�et adott minta f�uggetlen{e?

1.2. Statisztikai alapfogalmak

1.2.1. De�n��ci�o. (Statisztikai) minta alatt valamely (
;A;P) val�osz��n}us�egi mez}on

�ertelmezett f�uggetlen, azonos eloszl�as�u val�osz��n}us�egi v�altoz�ok �1; �2; : : : ; �n v�eges sorozat�at

�ertj�uk. A minta elemsz�ama n, a minta alapeloszl�asa pedig a �1; �2; : : : ; �n val�osz��n}us�egi

v�altoz�ok k�oz�os eloszl�asa.
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1.2.2. De�n��ci�o. Statisztika (pontosabban statisztikai f�uggv�eny) alatt a mintaelemek va-

lamely T (�1; �2; : : : ; �n) f�uggv�eny�et �ertj�uk, ahol T : R
n ! R olyan f�uggv�eny, hogy

T (�1; �2; : : : ; �n) val�osz��n}us�egi v�altoz�o.

Megjegyezz�uk, hogy ehhez elegend}o p�eld�aul az, hogy T folytonos legyen, hiszen ekkor

tetsz}oleges c 2 R eset�en

f! 2 
 : T (�1(!); : : : ; �n(!)) < cg = f! 2 
 : (�1(!); : : : ; �n(!)) 2 T
�1(�1; c)g 2 A;

azaz esem�eny, ugyanis T folytonoss�aga miatt T
�1(�1; c) = fx 2 R

n : T (x) 2 (�1; c)g
ny��lt halmaz, ez�ert el}o�all ny��lt intervallumok megsz�aml�alhat�o uni�ojak�ent.

1.2.3. De�n��ci�o. Minta�atlag:

�
n
:=

�1 + �2 + � � �+ �n

n

;

vagyis a mintaelemek sz�amtani k�ozepe.

A minta�atlag nyilv�an statistika, hiszen �
n
= Tn(�1; �2; : : : ; �n), ahol

Tn(x1; x2; : : : ; xn) =
x1 + x2 + � � �+ xn

n

folytonos f�uggv�eny.

1.2.4. De�n��ci�o. Tapasztalati (empirikus) sz�or�asn�egyzet:

s
2
n
:=

(�1 � �
n
)2 + (�2 � �

n
)2 + � � �+ (�n � �

n
)2

n

=
1

n

nX
i=1

 
�i � 1

n

nX
j=1

�j

!2

;

vagyis a mintaelemek �atlagt�ol val�o n�egyzetes elt�er�eseinek �atlaga.

A tapasztalati sz�or�asn�egyzet is statisztika, hiszen s
2
n
= Tn(�1; �2; : : : ; �n), ahol

Tn(x1; x2; : : : ; xn) =
1

n

nX
i=1

 
xi � 1

n

nX
j=1

xj

!2

folytonos f�uggv�eny.

1.2.5. Lemma. (Steiner{formula) Tetsz}oleges c 2 R eset�en

s
2
n
=

1

n

nX
i=1

(�i � c)2 �
 
1

n

nX
i=1

(�i � c)

!2

:

Speci�alisan (c = 0 v�alaszt�assal)

s
2
n
=

1

n

nX
i=1

�
2
i
� ��

n

�2
:
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Bizony��t�as.

s
2
n
=

1

n

nX
i=1

�
�i � �n

�2
=

1

n

nX
i=1

�
(�i � c)� (�n � c)

�2
=

1

n

nX
i=1

(�i � c)2 � 2
1

n

(�
n
� c)

nX
i=1

(�i � c) + (�
n
� c)2;

ahol

1

n

(�
n
� c)

nX
i=1

(�i � c) = (�
n
� c)2 =

 
1

n

nX
i=1

(�i � c)

!2

�

1.2.6. De�n��ci�o. A �1; �2; : : : ; �n mint�ab�ol k�epezett rendezett minta:

�
�
1:n 6 �

�
2:n 6 : : : 6 �

�
n:n:

A rendezett minta elemei statisztik�ak, ugyanis p�eld�aul �
�
1:n = Tn(�1; �2; : : : ; �n), ahol

Tn(x1; x2; : : : ; xn) = minfx1; x2; : : : ; xng
folytonos f�uggv�eny. Megjegyezz�uk, hogy a �

�
1:n; �

�
2:n; : : : ; �

�
n:n val�osz��n}us�egi v�altoz�ok nem

f�uggetlenek �es nem azonos eloszl�as�uak.

1.2.7. De�n��ci�o. A �1; �2; : : : ; �n mint�ab�ol k�epezett tapasztalati medi�an:(
�
�
m+1:n; ha n = 2m+ 1 p�aratlan,

(��
m:n + �

�
m+1:n)=2; ha n = 2m p�aros.

A �1; �2; : : : ; �n minta terjedelme:

�
�
n:n � �

�
1:n:

1.2.8. De�n��ci�o. A �1; �2; : : : ; �n mint�ab�ol k�epezett tapasztalati (empirikus) eloszl�as-

f�uggv�eny: Fn : R � 
! R,

Fn(x) = Fn(x; !) :=
X

i: �i(!)<x

1

n

=

8>>>><>>>>:
0; ha x6 �

�
1:n,

k

n

; ha �
�
k:n < x6 �

�
k+1:n,

1; ha x > �
�
n:n.

Vagyis minden r�ogz��tett x 2 R eset�en Fn(x; �) : 
 ! R val�osz��n}us�egi v�altoz�o,

ez�ert statisztika, m�egpedig a f! 2 
 : �i(!) < xg 2 A esem�eny relat��v gyakoris�aga.

Tov�abb�a minden r�ogz��tett ! 2 
 eset�en Fn(�; !) : R ! R eloszl�asf�uggv�eny, m�egpedig an-

nak a diszkr�et eloszl�asnak az eloszl�asf�uggv�enye, melynek a lehets�eges �ert�ekei a mintaelemek

�1(!); �2(!); : : : ; �n(!) realiz�aci�oi, �es ezen �ert�ekeket egyar�ant 1=n val�osz��n}us�eggel veheti

fel.
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1.2.9. T�etel. (Glivenko) (A matematikai statisztika alapt�etele) Legyenek �1; �2; : : :

f�uggetlen, azonos eloszl�as�u val�osz��n}us�egi v�altoz�ok k�oz�os F eloszl�asf�uggv�ennyel. Ekkor

P

�
lim
n!1

sup
x2R

jFn(x)� F (x)j = 0

�
= 1:

Teh�at a tapasztalati eloszl�asf�uggv�eny egyenletesen k�ozel��ti az (elm�eleti) alapeloszl�ast,

mid}on az n mintaelemsz�am tart v�egtelenbe. Megjegyezz�uk, hogy minden r�ogz��tett x 2 R

eset�en a nagy sz�amok er}os t�orv�enye alapj�an 1 val�osz��n}us�eggel teljes�ul Fn(x)! P(�1 < x) =

F (x) ha n!1, ez�ert P

�
lim
n!1

jFn(x)� F (x)j = 0
�
= 1.

1.2.10. De�n��ci�o. Legyen r 2 N. A �1; �2; : : : ; �n mint�ab�ol k�epezett tapasztalati r{

edik momentum:

mr;n :=
1

n

nX
i=1

�
r

i
:

Nyilv�an �n = m1;n, �es a Steiner{formula alapj�an s
2
n
= m2;n � m

2
1;n. Tov�abb�a mr;n

�eppen az Fn (v�eletlent}ol f�ugg}o) eloszl�asf�uggv�enyhez tartoz�o r{edik momentum.

Hisztogram (oszlopdiagram) �ugy kaphat�o, hogy vessz�uk a val�os sz�amegyenesnek egy

�1 < x1 < x2 < � � � < xk < 1 beoszt�as�at, �es az egyes r�eszintervallumokra olyan ma-

gass�ag�u t�eglalapokat rajzolunk, ah�any mintalem az illet}o r�eszintervallumba esik; vagyis egy

olyan l�epcs}osf�uggv�enyr}ol van sz�o, amelynek �ert�eke az egyes r�eszintervallumokon az illet}o

r�eszintervallumba es�es gyakoris�aga. S}ur}us�egi hisztogram �ugy kaphat�o, hogy a relat��v gya-

koris�agokat �abr�azoljuk. Ha a mintaelemsz�am v�egtelenbe tart �es a beoszt�assorozat �nomodik,

akkor a s}ur}us�egi hisztogram j�ol k�ozel��ti a s}ur}us�egf}uggv�enyt.

2. A statisztik�aban haszn�alatos n�eh�any fontos eloszl�as

2.1. �
2

k
{eloszl�as

2.1.1. De�n��ci�o. Ha �1; �2; : : : ; �k f�uggetlen, standard norm�alis eloszl�as�u val�osz��n}us�egi

v�altoz�ok, akkor

�
2
k
:= �

2
1 + �

2
2 + � � �+ �

2
k

eloszl�as�at �
2

k
{eloszl�asnak nevezz�uk, melynek szabads�agi foka k.

2.1.2. De�n��ci�o. Szemifaktori�alis:

n!! :=

(
n(n� 2)(n� 4) : : : 1; ha n p�aratlan,

n(n� 2)(n� 4) : : : 2; ha n p�aros.
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2.1.3. Lemma. A �
2
k
{eloszl�as abszol�ut folytonos, �es s}ur}us�egf�uggv�enye

f�2
k
(x) =

(
0; ha x6 0,

ckx
k=2�1e�x=2; ha x > 0,

ahol

ck =

8>><>>:
1p

2� � (k � 2)!!
; ha k p�aratlan,

1

2 � (k � 2)!!
; ha k p�aros.

Speci�alisan

f�2
1
(x) =

8><>:
0; ha x6 0,

1p
2�x

e�x=2; ha x > 0,
f�2

2
(x) =

8><>:
0; ha x6 0,

1

2
e�x=2; ha x > 0.

Teh�at a �
2
2{eloszl�as megegyezik az 1=2 {param�eter}u exponenci�alis eloszl�assal.

Bizony��t�as. Nyilv�an �
2
1 eloszl�asf�uggv�enye

F�2
1
(x) = P(�2

1 < x) = P(�21 < x) =

(
0; ha x6 0,

P(j�1j <
p
x); ha x > 0.

Ha x > 0, akkor

P(j�1j <
p
x) = P(�px < �1 <

p
x) =

1p
2�

Z p
x

�
p
x

e�u
2=2 du =

2p
2�

Z p
x

0

e�u
2=2 du = G(

p
x);

ahol

G(y) =
2p
2�

Z
y

0

eu
2=2 du:

Nyilv�an G
00(y) =

p
2=�e�y

2=2, ez�ert F�2
1

deriv�alhat�o (0;1){en:

F
0
�2
1

(x) = G
0(
p
x)

1

2
p
x

=

r
2

�

e�x=2
1

2
p
x

;

ez�ert �
2
1 abszol�ut folytonos �es s}ur}us�egf�uggv�enye

f�2
1
(x) =

8><>:
0; ha x6 0,

1p
2�x

e�x=2; ha x > 0.

Tov�abb�a �
2
2 eloszl�asf�uggv�enye

f�2
2
(x) = f�2

1
+�2

2
(x) =

Z 1

�1
f�2

1
(y)f�2

2
(x� y) dy

=

Z 1

�1
f�2

1
(y)f�2

1
(x� y) dy =

8><>:
0; ha x6 0,Z

x

0

1

2�y
e�y=2

1

2�(x� y)
e�(x�y)=2 dy; ha x > 0.
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Teh�at ha x > 0, akkor

f�2
2
(x) =

1

2�
e�x=2

Z
x

0

dyp
y(x� y)

=
1

2�
e�x=2

Z 1

0

dzp
z(1� z)

= c e�x=2;

ahol y = xz helyettes��t�est hajtottunk v�egre. A c konstans abb�ol hat�arozhat�o meg, hogy

1 =

Z 1

�1
f�2

2
(x) dx = c

Z 1

0

e�x=2 dx = 2c:

Teh�at v�eg�ulis

f�2
2
(x) =

8><>:
0; ha x6 0,

1

2
e�x=2; ha x > 0.

Az �altal�anos eset teljes indukci�oval bizony��that�o. Ha feltessz�uk, hogy az �all��t�as igaz k{ra,

akkor

f�2
k+1

(x) = f�2
k
+�2

k+1
(x) =

Z 1

�1
f�2

k
(y)f�2

k+1
(x� y) dy =

Z 1

�1
f�2

k
(y)f�2

1
(x� y) dy

=

8><>:
0; ha x6 0,Z

x

0

cky
k=2�1e�y=2c1(x� y)�1=2e�(x�y)=2 dy; ha x > 0,

��gy ha x > 0, akkor

f�2
k+1

(x) = c1cke
�x=2

Z
x

0

y
k=2�1(x� y)�1=2 dy

= c1cke
�x=2

Z 1

0

(xz)k=2�1[x(1� z)]�1=2x dz = eck+1x
(k+1)=2�1e�x=2;

ahol eck+1 abb�ol hat�arozhat�o meg, hogy

1 =

Z 1

�1
f�2

k+1
(x) dx = eck+1

Z 1

0

x
(n+1)=2�1e�x=2 dx:

Mivel

Ik+1 :=

Z 1

0

x
(k+1)=2�1e�x=2 dx

=
�
x
(k+1)=2�1(�2)e�x=2 dx�x=1

x=0
+ (k � 1)

Z 1

0

x
(k�1)=2�2e�x=2 dx = (k � 1)Ik�1;

��gy eck+1 =
1

Ik+1

=
1

(k � 1)Ik�1
=
eck�1
k � 1

;

amib}ol c1 = 1=
p
2� �es c2 = 1=2 �gyelembev�etel�evel kapjuk az �all��t�ast. �
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2.2. tk{eloszl�as (Student{eloszl�as)

2.2.1. De�n��ci�o. Ha � �es �
2
k

f�uggetlen val�osz��n}us�egi v�altoz�ok standard norm�alis, illetve

�
2
k
{eloszl�assal, akkor

tk :=
�p
�
2
k
=k

eloszl�as�at tk{eloszl�asnak (Student{eloszl�asnak) nevezz�uk, melynek szabads�agi foka

k.

A tk{eloszl�as s}ur}us�egf�uggv�eny�enek meghat�aroz�as�ahoz sz�uks�eg�unk van a k�ovetkez}o lem-

m�ara.

2.2.2. Lemma. Legyenek � �es � abszol�ut folytonos, f�uggetlen val�osz��n}us�egi v�altoz�ok f�,

illetve f� s}ur}us�egf�uggv�ennyel. Ekkor �=� abszol�ut folytonos, �es s}ur}us�egf�uggv�enye

f�=�(x) =

Z 1

�1
jvjf�(xv)f�(v) dv:

Bizony��t�as. Nyilv�an �=� eloszl�asf�uggv�enye

F�=�(x) = P(�=� < x) =

ZZ
u=v<x

f�;�(u; v) du dv

=

Z 0

�1

�Z 1

xv

f�(u)f�(v) du

�
dv +

Z 1

0

�Z
xv

�1
f�(u)f�(v) du

�
dv;

ez�ert

f�=�(x) = F
0
�=�

(x) =

Z 0

�1
(�v)f�(xv)f�(v) dv +

Z 1

0

vf�(xv)f�(v) dv:

�

2.2.3. Lemma. A tk{eloszl�as abszol�ut folytonos, �es s}ur}us�egf�uggv�enye

ftk
(x) =

eck�
x
2

k

+ 1

�(k+1)=2
;

ahol

eck =
8>>><>>>:

(k � 1)!!

�

p
k � (k � 2)!!

; ha k p�aratlan,

(k � 1)!!

2
p
k � (k � 2)!!

; ha k p�aros.

Speci�alisan

ft1
(x) =

1

�(x2 + 1)
; ft2

(x) =
1

(x2 + 2)3=2
:

Teh�at a t1{eloszl�as megegyezik a Cauchy{eloszl�assal.
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Bizony��t�as. El}osz�or meghat�arozzuk
p
�
2
k
=k eloszl�asf�uggv�eny�et:

F
p

�2
k
=k
(x) = P(

q
�
2
k
=k < x) =

(
0; ha x6 0,

P(�2
k
< kx

2); ha x > 0.

Teh�at ha x > 0, akkor F
p

�2
k
=k
(x) = F�2

k
(kx2), ami deriv�alhat�o: F

0p
�2
k
=k
(x) = 2kxf�2

k
(kx2),

ez�ert
p
�
2
k
=k abszol�ut folytonos, �es s}ur}us�egf�uggv�enye

f
p

�2
k
=k
(x) =

(
0; ha x6 0,

2kxck(kx
2)k=2�1e�kx

2=2
; ha x > 0,

��gy ha x > 0, akkor f
p

�2
k
=k
(x) = 2kk=2ckx

k�1e�kx
2
=2. Ebb}ol a 2.2.2. Lemma fel-

haszn�al�as�aval

ftk
(x) =

Z 1

�1
jvjf�(xv)fp

�2
k
=k
(v) dv =

Z 1

0

v

1p
2�

e
�x2v2=22kk=2ckv

k�1e�kv
2=2 dv

=
2kk=2ckp

2�

Z 1

0

v
ke�(x

2+k)v2=2 dv =
2kk=2ckp

2�

Z 1

0

y
k

(x2 + k)k=2
e�y

2
=2 dy

(x2 + k)1=2

=
eck

(x2 + k)(k+1)=2
;

ahol eck = 2kk=2ckp
2�

Z 1

0

y
ke�y

2=2 dy:

Ha k = 1, akkor c1 = 1=
p
2� �es

R1
0

ye�y
2=2 dy =

h
�e�y2=2

iy=1
y=0

= 1, ��gy ec1 = 1=�, ez�ert

ft1
(x) = 1=[�(x2 + 1)]. Ha k = 2, akkor c2 = 1=2 �esZ 1

0

y
2e�y

2
=2 dy =

1

2

p
2�

Z 1

�1

y
2

p
2�

e�y
2
=2 dy =

p
2�

2
;

��gy ec2 = 1, ez�ert ft2
(x) = 1=(x2 + 2)3=2. Tov�abb�a k > 2 eset�en parci�alis integr�al�assal

(yn�1 � ye�y2=2 felbont�assal
��e�y2=2�0 = ye�y

2=2 alapj�an)Z 1

0

y
ke�y

2
=2 dy =

h
�yk�1e�y2=2

iy=1
y=0

+(k�1)

Z 1

0

y
k�2e�y

2
=2 dy = (k�1)

Z 1

0

y
k�2e�y

2
=2 dy;

ugyanis L'Hospital szab�allyal bebizony��that�o, hogy lim
y!1

y
n�1e�y

2=2 = 0. Ha k > 3 p�aratlan,

akkor Z 1

0

y
ke�y

2
=2 dy = (k � 1)(k � 3) : : : 2

Z 1

0

ye�y
2
=2 dy = (k � 1)!!;

amib}ol eck = 2kk=2p
2�

� (k � 1)!!p
2� � (k � 2)!!

=
k
k=2 � (k � 1)!!

� � (k � 2)!!
:
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Ha k > 4 p�aros, akkorZ 1

0

y
ke�y

2
=2 dy = (k � 1)(k � 3) : : : 3

Z 1

0

y
2e�y

2
=2 dy = (k � 1)!!

p
2�=2;

amib}ol eck = 2kk=2p
2�

� (k � 1)!!
p
2�=2

2 � (k � 2)!!
=

k
k=2 � (k � 1)!!

2 � (k � 2)!!
:

�

2.3. Fk;`{eloszl�as

2.3.1. De�n��ci�o. Ha �
2
k

�es �
2
`

f�uggetlen val�osz��n}us�egi v�altoz�ok �
2
k
{, illetve �

2
k
{

eloszl�assal, akkor

Fk;` :=
�
2
k
=k

�
2
`
=`

eloszl�as�at Fk;`{eloszl�asnak nevezz�uk, melynek szabads�agi fokai k �es `.

2.3.2. Lemma. Az Fk;`{eloszl�as abszol�ut folytonos, �es s}ur}us�egf�uggv�enye

fFk;`
(x) =

8>>>>>>><>>>>>>>:

0; ha x6 0,

ck;`

�
k

`

x

�k=2�1

�
k

`

x+ 1

�(k+`)=2
; ha x > 0,

ahol

ck;` =

8>>>>>>><>>>>>>>:

k � (k + `� 2)!!

�` � (k � 2)!!(`� 2)!!
; ha k �es ` p�aratlan,

k � (k + `� 2)!!

2` � (k � 2)!!(`� 2)!!
; ha k �es ` p�aros,

k � (k + `� 2)!!

4` � (k � 2)!!(`� 2)!!
; egy�ebk�ent.

Bizony��t�as. El}osz�or meghat�arozzuk �
2
n
=n eloszl�asf�uggv�eny�et:

F�2n=n
(x) = P(�2

n
=n < x) = P(�2

n
< nx) = F�2n

(nx);

ami deriv�alhat�o: F
0
�2n=n

(x) = nf�2n
(nx), ez�ert �

2
n
=n abszol�ut folytonos, �es s}ur}us�egf�uggv�enye

f�2n=n
(x) =

(
0; ha x6 0,

ncn(nx)
n=2�1e�nx=2; ha x > 0.

9



Ebb}ol a 2.2.2. Lemma felhaszn�al�as�aval

fFk;`
(x) =

Z 1

�1
jvjf�2

k
=k(xv)f�2

`
=`(v) dv =

Z 1

0

vckk
k=2(xv)k=2�1e�kxv=2c``

`=2
v
`=2�1e�`v=2 dv

= ckc`k
k=2

`
`=2
x
k=2�1

Z 1

0

v
(k+`)=2�1e�(kx+`)v=2 dv

= ckc`k
k=2

`
`=2 x

k=2�1

(kx+ `)(k+`)=2

Z 1

0

y
(k+`)=2�1e�y dy:

Ha k + ` p�aratlan, akkor parci�alis integr�al�assalZ 1

0

y
(k+`)=2�1e�y dy =

�
k + `

2
� 1

��
k + `

2
� 2

�
: : :

3

2

Z 1

0

p
ye�y dy;

ahol Z 1

0

p
ye�y dy =

Z 1

0

up
2
e�u

2=2
u du =

p
2�

2
p
2

Z 1

�1

1p
2�

e�u
2=2

u du =

p
�

2
:

Ha k + ` p�aros, akkor parci�alis integr�al�assalZ 1

0

y
(k+`)=2�1e�y dy =

�
k + `

2
� 1

��
k + `

2
� 2

�
: : : 1

Z 1

0

e�y dy;

ahol
R1
0

e�y dy = 1. �

2.4. Norm�alis eloszl�as�u minta vizsg�alata

2.4.1. T�etel. Ha �1; �2; : : : ; �n f�uggetlen, N (m; �
2){eloszl�as�u val�osz��n}us�egi v�altoz�ok, akkor

(i) �
n

eloszl�asa N (m; �
2
=n),

(ii) �n �es s
2
n

f�uggetlenek,

(iii) ns
2
n
=�

2 eloszl�asa �
2
n�1{eloszl�as.

Ennek a t�etelnek a bizony��t�as�ahoz felhaszn�aljuk a karakterisztikus f�uggv�enyeket.

2.4.2. De�n��ci�o. A � : 
! R val�osz��n}us�egi v�altoz�o karakterisztikus f�uggv�enye '� :

R ! C ,

'�(t) := Eeit� := E cos(t�) + iE sin(t�):

A � = (�1; : : : ; �k) : 
 ! R
k val�osz��n}us�egi vektorv�altoz�o karakterisztikus f�uggv�enye

(m�ask�eppen: a �1; : : : ; �k val�osz��n}us�egi v�altoz�ok egy�uttes karakterisztikus f�uggv�enye) '� =

'�1;:::;�k
: Rk ! C ,

'�(t) = '�1;:::;�k
(t1; : : : ; tk) := Eeiht;�i = E exp

(
i

kX
j=1

tj�j

)
:

10



2.4.3. �All��t�as. (i) Ha a � = (�1; : : : ; �k) : 
 ! R
k �es az � = (�1; : : : ; �k) : 
 ! R

k

val�osz��n}us�egi vektorv�altoz�ok f�uggetlenek, akkor

'�+�(t) = '�(t)'�(t); t 2 R
k
:

(ii) Ha a � = (�1; : : : ; �k) : 
 ! R
k �es az � = (�1; : : : ; �k) : 
 ! R

k val�osz��n}us�egi

vektorv�altoz�ok karakterisztikus f�uggv�enyei megegyeznek, azaz '�(t) = '�(t) b�armely

t 2 R
k eset�en, akkor megegyeznek az eloszl�asaik, azaz F�(x) = F�(x) b�armely x 2 R

k

eset�en.

(iii) A � = (�1; : : : ; �k) : 
 ! R
k �es az � = (�1; : : : ; �`) : 
 ! R

` val�osz��n}us�egi

vektorv�altoz�ok akkor �es csak akkor f�uggetlenek, ha

'�;�(u; v) = '�(u)'�(v); u 2 R
k
; v 2 R

`
:

(iv) Ha � = (�1; : : : ; �k) : 
 ! R
k val�osz��n}us�egi vektorv�altoz�o, A egy ` � k{m�atrix, �es

b 2 R
` , akkor

'A�+b(t) = eiht;bi'�(A
>
t); t 2 R

`
:

Speci�alisan: ha � : 
! R val�osz��n}us�egi v�altoz�o �es a; b 2 R, akkor

'a�+b(t) = eitb'�(at); t 2 R:

Bizony��t�as. (i). A f�uggetlens�eg alapj�an

'�+�(t) = Eeiht;�+�i = E
�
eiht;�ieiht;�i

�
= Eeiht;�iEeiht;�i = '�(t)'�(t):

(ii). Neh�ez. (Azt lehet felhaszn�alni, hogy z�art intervallumon �ertelmezett folytonos f�uggv�e-

nyek egyenletesen k�ozel��thet}oek trigonometrikus polinomokkal.)

(iii). Ha � �es � f�uggetlenek, akkor

'�;�(u; v) = Eei(hu;�i+hv;�i) = E
�
eihu;�ieihv;�i

�
= Eeihu;�iEeihv;�i = '�(u)'�(v):

Ha pedig teljes�ul

'�;�(u; v) = '�(u)'�(v); u 2 R
k
; v 2 R

`
;

akkor tekints�unk olyan e
� �es e� f�uggetlen val�osz��n}us�egi vektorv�altoz�okat, hogy � �es e

�,

valamint � �es e� eloszl�asai megegyeznek. Ekkor nyilv�an 'e� = '� �es 'e� = '�, valamint

'e�;e�(u; v) = 'e�(u)'e�(v) u 2 R
k
; v 2 R

`
;

amib}ol k�ovetkezik, hogy

'�;�(u; v) = 'e�;e�(u; v) u 2 R
k
; v 2 R

`
;

ez�ert a (�; �) : 
 ! R
k+` �es (e�; e�) : 
 ! R

k+` val�osz��n}us�egi vektorv�altoz�ok eloszl�asai

megegyeznek. �Igy a e
� �es e� f�uggetlens�eg�eb}ol kapjuk, hogy � �es � is f�uggetlenek, ugyanis

F�;�(x; y) = Fe�;e�(x; y) = Fe�(x)Fe�(y) = F�(x)F�(y); x 2 R
k
; y 2 R

`
:
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(iv). Nyilv�an

'A�+b(t) = Eeiht;A�+bi = eiht;biEeihA
>t;�i = eiht;bi'�(A

>
t);

ugyanis ht; A�i = t
>(A�) = (A>

t)>� = hA>
t; �i, hiszen u; v 2 R

k eset�en hu; vi = u
>
v. �

P�eld�ak:

� Ha � standard norm�alis eloszl�as�u, akkor '�(t) = e�t
2
=2, ugyanis

'�(t) = Eeit� =

Z 1

�1
eitx

1p
2�

e�x
2=2 dx =

1p
2�

Z 1

�1
e�t

2=2�(x�it)2=2 dx;

�es bel�athat�o, hogy
R1
�1 e�(x�it)

2
=2 dx =

R1
�1 e�y

2
=2 dy =

p
2�.

Ha pedig � norm�alis eloszl�as�u (m; �
2) param�eterekkel, akkor � := (��m)=� standard

norm�alis eloszl�as�u, teh�at � = �� +m alapj�an '�(t) = eitme�(�t)
2
=2 = eitm��

2
t
2
=2.

� Ha � exponenci�alis eloszl�as�u � param�eterrel, akkor '�(t) = 1=(1� it=�), hiszen

'�(t) =

Z 1

0

eitx�e��x dx = �

Z 1

0

e(it��)x dx =
�

(it� �)

�
e(it��)x

�x=1
x=0

= � �

it� �

:

� Mivel a �
2
2{eloszl�as megegyezik az 1=2{param�eter}u exponenci�alis eloszl�assal, ��gy annak

a karakterisztikus f�uggv�enye '�2
2
(t) = 1=(1� 2it). A �

n

2{eloszl�as de�n��ci�oja alapj�an

'�n
2
(t) = '

Pn
k=1 �

2
k
(t) =

nY
k=1

'�2
k
(t) =

�
'�2

1
(t)
�n

;

ez�ert 1=(1 � 2it) = '�2
2
(t) =

�
'�2

1
(t)
�2

alapj�an '�2
1
(t) = 1=

p
1� 2it, ��gy v�eg�ulis

'�2n
(t) = (1� 2it)�n=2.

2.4.4. De�n��ci�o. Az � = (�1; : : : ; �k) : 
! R
k val�osz��n}us�egi vektorv�altoz�ot k{dimenzi�os

standard norm�alis eloszl�as�unak nevezz�uk, ha �1; : : : ; �k f�uggetlen, standard norm�alis

eloszl�as�uak.

2.4.5. De�n��ci�o. A � = (�1; : : : ; �k) : 
! R
k val�osz��n}us�egi vektorv�altoz�ot k{dimenzi�os

norm�alis eloszl�as�unak nevez�uk, ha l�etezik olyan A k� k{m�atrix �es b 2 R
k vektor �ugy,

hogy � �es A� + b eloszl�asa megegyezik, ahol � = (�1; : : : ; �k) : 
 ! R
k

k{dimenzi�os

standard norm�alis eloszl�as�u.

2.4.6. T�etel. A � = (�1; : : : ; �k) : 
! R
k val�osz��n}us�egi vektorv�altoz�o akkor �es csak akkor

norm�alis eloszl�as�u, ha karakterisztikus f�uggv�enye

'�(t) = eihm;ti�hDt;ti=2
; t 2 R

k

alak�u, ahol m 2 R
k , D pedig egy val�os, szimmetrikus, pozit��v szemide�nit k � k{m�atrix

(azaz tetsz}oleges t = (t1; : : : ; tk) 2 R
k eset�en hDt; ti = Pk

j=1

P
k

`=1 dj;`tjt` > 0). Tov�abb�a

E� = (E�1; : : : ;E�d) = m �es cov(�) = E
�
(� � E�)(� � E�)>

�
= D.
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Ha D invert�alhat�o, akkor � abszol�ut folytonos, �es s}ur}us�egf�uggv�enye

f�(x) =
1

(2�)k=2
p
det(D)

e�hD
�1(x�m); x�mi=2

:

2.4.7. T�etel. Ha (�1; : : : ; �m; �1; : : : ; �n) : 
! R
m+n norm�alis eloszl�as�u, �es cov(�k; �`) =

0 teljes�ul minden k = 1; : : : ; m �es ` = 1; : : : ; n eset�en, akkor � := (�1; : : : ; �m) �es

� := (�1; : : : ; �n) f�uggetlenek.

Bizony��t�as. A (�; �) := (�1; : : : ; �m; �1; : : : ; �n) v�arhat�o �ert�ek vektora �es kovarian-

ciam�atrixa �
E�

E�

�
;

�
D� 0

0 D�

�
;

ahol D� := cov(�), D� := cov(�). Ez�ert a karakterisztikus f�uggv�enye

'�;�(u; v) = exp

�
i

��
E�

E�

�
;

�
u

v

��
� 1

2

��
D� 0

0 D�

��
u

v

�
;

�
u

v

���
= exp

�
i(hE�; ui+ hE�; vi)� 1

2
(hD�u; ui+ hD�v; vi)

�
= '�(u)'�(v)

tetsz}oleges u 2 R
m , v 2 R

n eset�en. Ebb}ol pedig k�ovetkezik a 2.4.3. �All��t�as (iii) pontja

alapj�an � �es � f�uggetlens�ege. �

2.4.8. T�etel. A � = (�1; : : : ; �k) : 
! R
k val�osz��n}us�egi vektorv�altoz�o akkor �es csak akkor

norm�alis eloszl�as�u, ha tetsz}oleges c1; : : : ; ck 2 R eset�en
P

k

j=1 cj�j (egydimenzi�os) norm�alis

eloszl�as�u.

Bizony��t�as. Ha � = (�1; : : : ; �k) norm�alis eloszl�as�u, akkor tetsz}oleges c = (c1; : : : ; ck) 2 R
k

eset�en � := hc; �i =Pk

j=1 cj�j karakterisztikus f�uggv�enye

'�(t) = Eeit� = Eeithc;�i = Eeihtc;�i = '�(tc) = eihm;tci�hD(ct);cti=2 = eihm;cit�hDc;cit2=2
;

teh�at � val�oban norm�alis eloszl�as�u (hm; ci; hDc; ci) param�eterekkel.

Ha pedig tetsz}oleges c1; : : : ; ck 2 R eset�en � := hc; �i = c
>
� norm�alis eloszl�as�u, akkor

nyilv�an a param�eterei E� = c
>
E� �es

D
2
� = E

�
(� � E�)(� � E�)>

�
= E

h
c
>(� � E�)

�
c
>(� � E�)

�>i
= c

>
E
�
(� � E�)(� � E�)>

�
c = c

>cov(�) c:

�Igy � = (�1; : : : ; �k) karakterisztikus f�uggv�enye

'�(t) = Eeiht;�i = 'ht;�i(1) = eit
>
E��t>cov(�)t=2 = eihE�;ti�hcov(�)t;ti=2

tetsz}oleges t 2 R
k eset�en, teh�at � val�oban norm�alis eloszl�as�u. �
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A 2.4.1. T�etel bizony��t�asa. (i). Nyilv�an � := (�1; : : : ; �n) norm�alis eloszl�as�u, hiszen

�k := (�k �m)=�, k = 1; : : : ; n f�uggetlen, standard norm�alis eloszl�as�uak, �es �k = ��k +m,

k = 1; : : : ; n alapj�an a � vektor el}o�all��that�o, mint az � := (�1; : : : ; �n) standard

norm�alis eloszl�as�u vektor line�aris transzform�altja. Tov�abb�a �
n

a �1; : : : ; �n line�aris kom-

bin�aci�oja, ez�ert a 2.4.8. T�etel alapj�an �n val�oban norm�alis eloszl�as�u. Tov�abb�a nyilv�an

E�n =
P

n

j=1 E�j=n = nm=n = m �es D
2
�n =

P
n

j=1D
2
�j=n

2 = n�
2
=n

2 = �
2
=n.

(ii). El}osz�or a 2.4.8. T�etel alapj�an bel�athat�o, hogy a

(�1 � �n; �2 � �n; : : : ; �n � �n; �n)

vektor norm�alis eloszl�as�u, hiszen a koordin�at�ainak line�aris kombin�aci�oi egy�uttal a norm�alis

eloszl�as�u (�1; �2; : : : ; �n) vektor koordin�at�aib�ol k�epezett line�aris kombin�aci�oknak is tekint-

het}ok.

Tov�abb�a minden k = 1; : : : ; n eset�en teljes�ul cov(�k � �
n
; �

n
) = 0, hiszen

cov(�k � �
n
; �

n
) = cov(�k; �n)� cov(�

n
; �

n
) = cov

 
�k;

1

n

nX
i=1

�i

!
� cov

 
1

n

nX
i=1

�i;

1

n

nX
j=1

�j

!

=
1

n

nX
i=1

cov(�k; �i)� 1

n
2

nX
i=1

nX
j=1

cov(�i; �j) =
�
2

n

� n�
2

n
2

= 0;

ugyanis a �1; �2; : : : ; �n v�altoz�ok f�uggetlens�ege miatt

cov(�i; �j) =

(
�
2
; ha i = j,

0; ha i 6= j.

Ez�ert a 2.4.7. T�etel alapj�an (�1 � �n; �2 � �n; : : : ; �n � �n) �es �n f�uggetlenek, amib}ol m�ar

k�ovetkezik

s
2
n
=

1

n

nX
k=1

(�k � �
n
)2

�es �
n

f�uggetlens�ege.

(iii). A Steiner{formula alkalmaz�as�aval

n

�
2
s
2
n
=

1

�
2

nX
k=1

(�k � �n)
2 =

nX
k=1

�
�k �m

�

�2

� 1

n

 
nX

k=1

�k �m

�

!2

=

nX
k=1

�
2
k
� �

2
;

ahol �k := (�k �m)=�, k = 1; : : : ; n f�uggetlen, standard norm�alis eloszl�as�uak, �es

� :=
1p
n

nX
k=1

�k �m

�

=
�
n
�m

�=

p
n

is standard norm�alis eloszl�as�u. Teh�at

n

�
2
s
2
n
+ �

2 =

nX
k=1

�
2
k
;
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ahol a baloldalon �all�o �osszeadand�ok (ii) alapj�an f�uggetlenek. Ez�ert a baloldal karakterisztikus

f�uggv�enye egyr�eszt

'ns2n=�
2+�2(t) = 'ns2n=�

2(t)'�2(t);

m�asr�eszt pedig

'ns2n=�
2+�2(t) = '

Pn
k=1 �

2
k
(t) =

nY
k=1

'�2
k
(t) = ('�2(t))

n
:

Mivel tetsz}oleges t 2 R eset�en '�2(t) = 1=
p
1� 2it 6= 0, ez�ert lehet vele osztani, ��gy

'ns2n=�
2(t) = ('�2(t))

n�1
=

n�1Y
k=1

'�2
k
(t) = '

Pn�1
k=1

�2
k
(t);

teh�at ns
2
n
=�

2 val�oban �
2
n�1{eloszl�as�u. �

3. Becsl�eselm�elet

Feladat: a minta alapeloszl�as�ahoz rendelt valamely mennyis�eg becsl�ese, azaz k�ozel��t�ese a

mintaelemek felhaszn�al�as�aval, vagyis statisztik�akkal.

3.1. A v�arhat�o �ert�ek �es a sz�or�asn�egyzet becsl�ese

Jel�olje az alapeloszl�as (vagyis a �1; �2; : : : ; �n mintaelemek k�oz�os eloszl�as�anak) v�arhat�o

�ert�ek�et m, sz�or�asn�egyzet�et �
2. Nyilv�an

E�n =
1

n

(E�1 + � � �+ E�n) = m;

vagyis a minta�atlag v�arhat�o �ert�eke megegyezik az alapeloszl�as v�arhat�o �ert�ek�evel. Ez�ert azt

mondjuk, hogy a minta�atlag torz��tatlan becsl�ese a v�arhat�o �ert�eknek.

Tov�abb�a

D
2
�
n
=

1

n
2
(D2

�1 + � � �+ D
2
�n) =

�
2

n

! 0 ha n!1.

A nagy sz�amok er}os t�orv�enye �ertelm�eben P( lim
n!1

�n = m) = 1, amit �ugy fejez�unk ki, hogy

a minta�atlag er}osen konzisztens becsl�ese a v�arhat�o �ert�eknek.

A centr�alis hat�areloszl�at�etel alapj�an
p
n(�n�m)=� !N (0; 1) eloszl�asban ha n!1,

hiszen

lim
n!1

P

�
�
n
�m

�=

p
n

< x

�
= lim

n!1
P

�
Sn � ESnp

D2
Sn

< x

�
=

1p
2�

Z
x

�1
eu

2
=2 du;

ahol Sn = �1 + � � �+ �n, ESn = nm, D
2
Sn = n�

2.
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A tapasztalati sz�or�asn�egyzet v�arhat�o �ert�eke

Es
2
n
=

1

n

nX
k=1

E(�k � �
n
)2 =

1

n

nX
k=1

D
2(�k � �

n
) =

n� 1

n

�
2
;

hiszen

D
2(�k � �

n
) = D

2

24�1� 1

n

�
�k +

1

n

X
fj:j 6=kg

�j

35 =
(n� 1)2

n
2

D
2
�k +

1

n
2

X
fj:j 6=kg

D
2
�j =

n� 1

n

�
2
:

Ez�ert a tapasztalati sz�or�asn�egyzet nem tor��tatlan becsl�ese a sz�or�asn�egyetnek. Viszont a

korrig�alt tapasztalati sz�or�asn�egyzet:

s
�2
n

:=
1

n� 1

nX
i=1

(�i � �
n
)2 =

n

n� 1
s
2
n

nyilv�an torz��tatlan becsl�ese a sz�or�asn�egyetnek: Es
�2
n

= �
2. Be lehet l�atni, hogy

D
2
�
s
�2
n

�
=

1

n

�
�4 � n� 3

n� 1
�
4

�
;

ahol �4 := E [(�1 �m)4] az alapeloszl�as negyedik centr�alis momentuma. Azt is be lehet l�atni,

hogy a korrig�alt tapasztalati sz�or�asn�egyzet er}osen konzisztens becsl�ese a sz�or�asn�egyetnek:

P

�
lim
n!1

s
�2
n

= �
2
�
= 1.

3.2. Pontbecsl�esek

Feltessz�uk, hogy az alapeloszl�as, melyb}ol a minta sz�armazik, valamely param�eteresen meg-

adott fF (
) : 
 2 �g eloszl�ascsal�adb�ol val�o, ahol � � R
k . Feladat: az ismeretlen 


param�eter becsl�ese.

A maximum likelihood m�odszer szerint azzal a param�eter�ert�ekkel k�ozel��t�unk, mely

eset�en a legval�osz��n}ubb az az esem�eny, hogy �eppen az adott mintaelemeket kapjuk.

P�eld�ak:

(i) Tegy�uk fel, hogy az alapeloszl�as � > 0 param�eter}u Poisson{eloszl�as, ahol � ismeretlen

param�eter, azaz �1; �2; : : : ; �n f�uggetlen val�osz��n}us�egi v�altoz�ok, �es

P�(�i = k) =
�
k

k!
e��; k = 0; 1; : : : ;

�es a feladat: � becsl�ese a �1; �2; : : : ; �n minta alapj�an. Jel�olje k1; k2; : : : ; kn a

meg�gyelt �ert�ekeket. A � param�eter b
�n maximum likelihood becsl�ese olyan �

sz�am, ahol az

Ln(k1; : : : ; kn;�) := P�(�1 = k1; : : : ; �n = kn)
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likelihood f�uggv�enynek glob�alis maximumhelye van. Nyilv�an

Ln(k1; : : : ; kn;�) =

nY
i=1

P�(�i = ki) =

nY
i=1

�
�
ki

ki!
e��
�
= e�n�

nY
i=1

�
ki

ki!
;

�es a logaritmusf�uggv�eny monotonit�asa miatt elegend}o megkeresni a log{likelihood

f�uggv�eny:

logLn(k1; : : : ; kn;�) = �n� +

nX
i=1

ki log��
nX
i=1

log(ki!)

glob�alis maximumhely�et. Mivel a

@ logLn(k1; : : : ; kn;�)

@�

= �n+

nX
i=1

ki

�

= 0

egyenlet egyetlen megold�asa � =
P

n

i=1 ki=n, �es

@
2 logLn(k1; : : : ; kn;�)

@�
2

= �
nX
i=1

ki

�
2
< 0

ha a k1; k2; : : : ; kn meg�gyelt �ert�ekek nem mindegyike 0, ��gy ekkor a � param�eter

maximum likelihood becsl�ese b�n = �n.

(ii) Legyen az alapeloszl�as � > 0 param�eter}u exponenci�alis eloszl�as, ahol � isme-

retlen param�eter, azaz �1; �2; : : : ; �n f�uggetlen val�osz��n}us�egi v�altoz�ok melyeknek a

s}ur}us�egf�uggv�enye

f

(�)

�i
(x) =

(
�e��x; ha x > 0,

0; ha x6 0,

�es a feladat: � becsl�ese a �1; �2; : : : ; �n minta alapj�an. Jel�olje x1; x2; : : : ; xn a

meg�gyelt �ert�ekeket. A � param�eter b
�n maximum likelihood becsl�ese olyan x

sz�am, ahol az

Ln(x1; : : : ; xn;�) := f

(�)

�1;:::;�n
(x1; : : : ; xn)

likelihood f�uggv�enynek glob�alis maximumhelye van. Nyilv�an

Ln(x1; : : : ; xn;�) =

nY
i=1

f

(�)

�i
(xi) =

(
�
ne��(x1+���+xn); ha x1 > 0; : : : ; xn > 0;

0; egy�ebk�ent,

�es a logaritmusf�uggv�eny monotonit�asa miatt elegend}o megkeresni a log{likelihood

f�uggv�eny:

logLn(x1; : : : ; xn;�) = n log�� �

nX
i=1

xi

glob�alis maximumhely�et. Mivel a

@ logLn(x1; : : : ; xn;�)

@�

=
n

�

�
nX
i=1

xi = 0
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egyenlet egyetlen megold�asa � = n=

P
n

i=1 xi, �es

@
2 logLn(k1; : : : ; kn;�)

@�
2

= � n

�
2
< 0;

ez�ert a � param�eter maximum likelihood becsl�ese b�n = 1=�n.

(iii) Legyen az alapeloszl�as egyenletes a [0; �] intervallumon, ahol � > 0 az isme-

retlen param�eter, azaz �1; �2; : : : ; �n f�uggetlen val�osz��n}us�egi v�altoz�ok melyeknek a

s}ur}us�egf�uggv�enye

f

(�)

�i
(x) =

(
1=�; ha x 2 [0; �],

0; egy�ebk�ent,

�es a feladat: � becsl�ese a �1; �2; : : : ; �n minta alapj�an. Az � param�eter b�n

maximum likelihood becsl�ese olyan x sz�am, ahol az

Ln(x1; : : : ; xn;�) := f

(�)

�1;:::;�n
(x1; : : : ; xn)

likelihood f�uggv�enynek glob�alis maximumhelye van. Nyilv�an

Ln(x1; : : : ; xn;�) =

nY
i=1

f

(�)

�i
(xi) =

(
1=�n

; ha x1 2 [0; �]; : : : ; xn 2 [0; �],

0; egy�ebk�ent,

�es x1 2 [0; �]; : : : ; xn 2 [0; �] azzal ekvivalens, hogy �> max
16i6n

xi ez�ert a glob�alis

maximumhely � = max
16i6n

xi, ��gy az � param�eter maximum likelihood becsl�eseb�n = max
16i6n

�i = �
�
n:n.

3.3. Intervallumbecsl�esek

Megint feltessz�uk, hogy az alapeloszl�as, melyb}ol a minta sz�armazik, valamely param�eteresen

megadott fF (
) : 
 2 �g eloszl�ascsal�adb�ol val�o, ahol � � R
k . Feladat: el}ore megadott

" 2 (0; 1) sz�amhoz olyan S(�1; : : : ; �n) �es T (�1; : : : ; �n) statisztik�akat tal�alni, hogy

P


�
S(�1; : : : ; �n)6 
 6 T (�1; : : : ; �n)

�
= 1� "

teljes�ulj�on. Ekkor azt mondjuk, hogy
�
S(�1; : : : ; �n); T (�1; : : : ; �n)

�
egy 1 � " szint}u

kon�dencia{intervallum.

3.3.1. Kon�dencia{intervallum a norm�alis eloszl�as v�arhat�o �ert�ek�ere, ha ismert

a sz�or�asn�egyzet

Tegy�uk fel, hogy a minta N (m; �
2){eloszl�asb�ol sz�armazik. Ebben az esetben a 2.4.1. T�etel

alapj�an �n � N (m; �
2
=n), ez�ert

�
n
�m

�=

p
n

� N (0; 1):
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V�alasszuk meg az u"=2 2 (0;1) sz�amot �ugy, hogy ha � � N (0; 1), akkor P(� > u"=2) = "=2,

azaz P(� < u"=2) = 1� "=2, vagyis �(u"=2) = 1� "=2, ahol

�(x) := F�(x) = P(� < x) =
1p
2�

Z
x

�1
e�u

2=2 du:

Ekkor persze a szimmetria miatt P(� < �u"=2) = "=2, ez�ert

P(� 2 [�u"=2; u"=2]) = 1� P(� > u"=2)� P(� < �u"=2) = 1� "

��gy

Pm

�
�n �m

�=

p
n

2 [�u"=2; u"=2]
�
= 1� ";

vagyis

Pm

�
m 2 � �

n
� u"=2�=

p
n; �

n
+ u"=2�=

p
n

��
= 1� ":

Teh�at
�
�n � u"=2�=

p
n; �n + u"=2�=

p
n

�
egy 1 � " szint}u kon�dencia{intervallum az m

param�eterre.

3.3.2. Kon�dencia{intervallum a norm�alis eloszl�as v�arhat�o �ert�ek�ere, ha nem

ismert a sz�or�asn�egyzet

Tegy�uk fel, hogy a minta N (m; �
2){eloszl�asb�ol sz�armazik. Ebben az esetben a 2.4.1. T�etel

alapj�an

�n �m

s
�
n
=

p
n

=

�
n
�m

�=

p
np

s
�2
n
=�

2
� tn�1;

azaz tn�1{eloszl�as�u. V�alasszuk most a t"=2 2 (0;1) sz�amot �ugy, hogy P(tn�1 > t"=2) = "=2

teljes�ulj�on. Ekkor persze a szimmetria miatt P(tn�1 < �u"=2) = "=2, ez�ert

P(tn�1 2 [�t"=2; t"=2]) = 1� P(tn�1 > t"=2)� P(tn�1 < �t"=2) = 1� ";

��gy

Pm;�2

�
�
n
�m

s
�
n
=

p
n

2 [�t"=2; t"=2]
�
= 1� ";

vagyis

Pm;�2

�
m 2 � �

n
� t"=2s

�
n
=

p
n; �

n
+ t"=2s

�
n
=

p
n

��
= 1� ":

Teh�at
�
�
n
� t"=2s

�
n
=

p
n; �

n
+ t"=2s

�
n
=

p
n

�
egy 1� " szint}u kon�dencia{intervallum az m

param�eterre.
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3.3.3. Kon�dencia{intervallum a norm�alis eloszl�as sz�or�asn�egyzet�ere

Tegy�uk fel, hogy a minta N (m; �
2){eloszl�asb�ol sz�armazik. Ebben az esetben a 2.4.1. T�etel

alapj�an ns
2
n
=�

2 egy �
2
n�1{eloszl�as�u val�osz��n}us�egi v�altoz�o. V�alasszunk most olyan 0 < c1 <

c2 sz�amokat, hogy P(�2
n�1 < c1) = P(�2

n�1 > c2) = "=2 teljes�ulj�on. Ekkor

Pm;�2

�
ns

2
n
=�

2 2 [c1; c2]
�
= 1� ";

vagyis

Pm;�2

�
�
2 2 �ns2

n
=c2; ns

2
n
=c1

��
= 1� ":

Teh�at [ns2
n
=c2; ns

2
n
=c1] egy 1� " szint}u kon�dencia{intervallum a �

2 param�eterre.

4. Statisztikai hipot�ezisek vizsg�alata

4.1. Egymint�as u{pr�oba

Tegy�uk fel, hogy �1; �2; : : : ; �n f�uggetlen, N (m; �
2){eloszl�as�u val�osz��n}us�egi v�altoz�ok, ahol

�
2 ismert, m ismeretlen. Legyen m0 2 R egy r�ogz��tett sz�am. Feladat: d�onts�uk el, hogy a

minta alapj�an elfogadhat�o{e az a nullhipot�ezis (azaz feltev�es), hogy m = m0, vagy ink�abb

az m 6= m0 ellenhipot�ezis (alternat��va) fogadhat�o el? Teh�at:(
H0 : m = m0 nullhipot�ezis,

H1 : m 6= m0 alternat��va:

Ha a H0 nullhipot�ezis igaz, akkor a 2.4.1. T�etel alapj�an

u :=
�
n
�m0

�=

p
n

� N (0; 1):

Legyen " 2 (0; 1) r�ogz��tett. V�alasszuk meg az u"=2 2 (0;1) sz�amot �ugy, hogy ha

� � N (0; 1), akkor P(� > u"=2) = "=2. Ekkor

Pm0

�
u 2 [�u"=2; u"=2]

�
= 1� ";

azaz 1� " val�osz��n}us�eggel az u statisztika a [�u"=2; u"=2] intervallumba esik.

D�onts�unk a k�ovetkez}o m�odon:

� Ha az u statisztika �ert�eke a [�u"=2; u"=2] intervallumba esik, akkor elfogadjuk a H0

nullhipot�ezist, azaz a [�u"=2; u"=2] intervallum az elfogad�asi tartom�any.

� Ha az u statisztika �ert�eke nem esik bele a [�u"=2; u"=2] intervallumba, akkor elvetj�uk

a H0 nullhipot�ezist, azaz a [�u"=2; u"=2] intervallum komplementere a kritikus

tartom�any.
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4.1.1. De�n��ci�o. Els}ofaj�u hiba: annak a val�osz��n}us�ege, hogy a H0 nullhipot�ezist el-

vetj�uk, pedig H0 igaz. (Ezt szok�as a pr�oba terjedelm�enek is nevezni.)

M�asodfaj�u hiba: annak a val�osz��n}us�ege, hogy a H0 nullhipot�ezist elfogadjuk, pedig

H0 nem igaz.

Er}of�uggv�eny: annak a val�osz��n}us�ege, hogy nem k�ovet�unk el m�asodfaj�u hib�at, azaz a

H0 nullhipot�ezist elfogadjuk, amikor az igaz.

A pr�ob�at konzisztensnek nevezz�uk, ha a m�asodfaj�u hiba 0{hoz konverg�al (vagyis az

er}of�uggv�eny �ert�eke 1{hez tart), amikor a minta elemsz�ama v�egtelenhez tart.

A fenti d�ont�esi m�odszer eset�en az els}ofaj�u hiba �eppen ", hiszen ha H0 igaz, akkor

Pm0

�
u 62 [�u"=2; u"=2]

�
= "

Nyilv�an

u =
�n �m0

�=

p
n

=
�n �m

�=

p
n

+
m�m0

�=

p
n

;

ahol
�
n
�m

�=

p
n

� N (0; 1);

ez�ert a m�asodfaj�u hiba val�osz��n}us�ege

Pm

�
u 2 [�u"=2; u"=2]

�
= Pm

�
�
n
�m

�=

p
n

2
�
�u"=2 � m�m0

�=

p
n

; u"=2 � m�m0

�=

p
n

��
= �

�
u"=2 � m�m0

�=

p
n

�
� �

�
�u"=2 � m�m0

�=

p
n

�
;

ahol � a standard norm�alis eloszl�as eloszl�asf�uggv�enye, azaz

�(x) =
1p
2�

Z
x

�1
e�v

2=2 dv:

Ez�ert az er}of�uggv�eny:

En(m) = 1� �

�
u"=2 � m�m0

�=

p
n

�
+ �

�
�u"=2 � m�m0

�=

p
n

�
:

A pr�oba konzisztens, azaz r�ogz��tett m eset�en lim
n!1

En(m) = 1 (ez�ert n ! 1 eset�en

a m�asodfaj�u hiba 0{hoz konverg�al), ugyanis lim
x!1

�(x) = 1, lim
x!�1

�(x) = 0. Tov�abb�a

r�ogz��tett n mintaelemsz�am eset�en lim
m!1

En(m) = 1 �es lim
m!�1

En(m) = 1 (teh�at m!1
vagy m! �1 eset�en a m�asodfaj�u hiba 0{hoz konverg�al). Az En f�uggv�enynek minimuma

van az m0 pontban, melynek �ert�eke ", ez�ert a m�asodfaj�u hiba nagy lesz (m�egpedig 1� "

k�ozeli), ha m k�ozel van m0{hoz.

Nyilv�an " cs�okkent�ese eset�en az els}ofaj�u hiba val�osz��n}us�ege cs�okken, viszont u"=2

n�ovekszik, ez�ert a m�asodfaj�u hiba n�ovekszik. (Teh�at a k�etf�ele hiba val�osz��n}us�ege ellent�etes

ir�anyban mozog!)
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4.2. Egymint�as t{pr�oba

Tegy�uk fel, hogy �1; �2; : : : ; �n f�uggetlen, N (m; �
2){eloszl�as�u val�osz��n}us�egi v�altoz�ok, ahol

�
2 �es m is ismeretlenek. Legyen m0 2 R egy r�ogz��tett sz�am. Legyen(

H0 : m = m0 nullhipot�ezis,

H1 : m 6= m0 alternat��va.

Tekints�uk a

t :=
�n �m0p
s
�2
n
=n

statisztik�at. Ha a H0 nullhipot�ezis igaz, akkor a 2.4.1. T�etel alapj�an a

�n �m0

�=

p
n

� N (0; 1);
n

�
2
s
2
n
=

n� 1

�
2

s
�2
n
� �

2
n�1

statisztik�ak f�uggetlenek, ez�ert

t =

�
n
�m0

�=

p
ns�

n� 1

�
2

s
�2
n

��
(n� 1)

� tn�1;

azaz tn�1{eloszl�as�u. Legyen " 2 (0; 1) r�ogz��tett. V�alasszuk meg a t"=2 2 (0;1) sz�amot

�ugy, hogy P(tn�1 > t"=2) = "=2. Ekkor

Pm0

�
t 2 [�t"=2; t"=2]

�
= 1� ";

azaz 1� " val�osz��n}us�eggel a t statisztika a [�t"=2; t"=2] intervallumba esik.

D�onts�unk a k�ovetkez}o m�odon:

� Ha a t statisztika �ert�eke a [�t"=2; t"=2] intervallumba esik, akkor elfogadjuk a H0

nullhipot�ezist, azaz a [�t"=2; t"=2] intervallum az elfogad�asi tartom�any.

� Ha az t statisztika �ert�eke nem esik bele a [�t"=2; t"=2] intervallumba, akkor elvetj�uk a

H0 nullhipot�ezist, azaz a [�t"=2; t"=2] intervallum komplementere a kritikus tartom�any.

Nyilv�an az els}ofaj�u hiba �eppen ", hiszen ha H0 igaz, akkor

Pm0

�
t 62 [�t"=2; t"=2]

�
= ":

4.3. K�etmint�as u{pr�oba

Tegy�uk fel, hogy a �1; �2; : : : ; �k N (m�; �
2
�
){eloszl�as�u, �es az �1; �2; : : : ; �` N (m�; �

2
�
){

eloszl�as�u val�osz��n}us�egi v�altoz�ok f�uggetlenek, ahol �
2
�

�es �
2
�

ismertek, m� �es m� isme-

retlenek. Legyen (
H0 : m� = m� nullhipot�ezis,

H1 : m� 6= m� alternat��va.
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Ha a H0 nullhipot�ezis igaz, akkor a 2.4.1. T�etel alapj�an

u :=
�k � �`s
�
2
�

k

+
�
2
�

`

� N (0; 1):

Legyen " 2 (0; 1) r�ogz��tett. V�alasszuk meg az u"=2 2 (0;1) sz�amot �ugy, hogy ha

� � N (0; 1), akkor P(� > u"=2) = "=2. Ekkor megint vehetj�uk elfogad�asi tartom�anynak a

[�u"=2; u"=2] intervallumot, kritikus tartom�anynak pedig ennek a komplementer�et.

4.4. K�etmint�as t{pr�oba

Tegy�uk fel, hogy a �1; �2; : : : ; �k N (m�; �
2
�
){eloszl�as�u, �es az �1; �2; : : : ; �` N (m�; �

2
�
){

eloszl�as�u val�osz��n}us�egi v�altoz�ok f�uggetlenek, ahol �
2
�
, �2

�
, m� �es m� is ismeretlenek.

Legyen (
H0 : m� = m� nullhipot�ezis,

H1 : m� 6= m� alternat��va.

Ha a H0 nullhipot�ezis igaz, akkor a 2.4.1. T�etel alapj�an

t :=
�k � �`s�

1

k

+
1

`

�
(k � 1)s�2

�;k
+ (`� 1)s�2

�;`

k + `� 2

� tk+`�2:

Legyen " 2 (0; 1) r�ogz��tett. V�alasszuk meg a t"=2 2 (0;1) sz�amot �ugy, hogy P(tk+`�2 >

t"=2) = "=2. Ekkor megint vehetj�uk elfogad�asi tartom�anynak a [�t"=2; t"=2] intervallumot,

kritikus tartom�anynak pedig ennek a komplementer�et.

4.5. F{pr�oba

Tegy�uk fel, hogy a �1; �2; : : : ; �k N (m�; �
2
�
){eloszl�as�u, �es az �1; �2; : : : ; �` N (m�; �

2
�
){

eloszl�as�u val�osz��n}us�egi v�altoz�ok f�uggetlenek, ahol �
2
�
, �2

�
, m� �es m� is ismeretlenek.

Legyen (
H0 : �

2
�
= �

2
�

nullhipot�ezis,

H1 : �
2
�
6= �

2
�

alternat��va.

Tekints�uk az

F :=
s
�2
�;`

s
�2
�;k

statisztik�at. Ha a H0 nullhipot�ezis igaz, akkor a 2.4.1. T�etel alapj�an

F =

�
`� 1

�
2
�

s
�2
�;`

��
(`� 1) 

k � 1

�
2
�

s
�2
�;k

!�
(k � 1)

� F`�1;k�1;
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azaz F`�1;k�1{eloszl�as�u. Legyen " 2 (0; 1) r�ogz��tett. V�alasszunk olyan 0 < c1 < c2

sz�amokat, hogy P(F`�1;k�1 < c1) = P(F`�1;k�1 > c2) = "=2. Ekkor vehetj�uk elfogad�asi tar-

tom�anynak a [c1; c2] intervallumot, kritikus tartom�anynak pedig ennek a komplementer�et.
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