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1. Bevezetés

1.1. A matematikai statisztika célkitiizései

Adott egy minta, amely alapjan kovetkeztetéseket szeretnénk levonni bizonyos valészintisé-
gekkel, eloszlas— illetve stirtiségfiiggvényekkel, paraméterekkel kapcsolatban.

Példaul:
Becsléselmélet: ismeretlen paraméterek kozelitése

pontbecslés: a mintdban megallapitott selejtarany alapjan szeretnénk megbecsiilni
az egész sokasagban levé selejtaranyt

intervallumbecslés: konfidencia—intervallum (azaz megbizhatésagi intervallum) ke-
resése, vagyis példaul olyan intervallum meghatarozasa a mintaatlag koriil, melybe
a varhato érték nagy valésziniiséggel beleesik

Hipotézisvizsgalat: dontés bizonyos hipotézisek (feltevések) elfogaddsardl vagy elvetésé-
rol; példaul a mintadtlagnak a varhato értéktol valo eltérése belefér—e még a szabvéany-
el6irasokba?

illeszkedésvizsgalat: a minta milyen eloszlasbol szarmazik, azaz milyen eloszlassal
kozelithet6 jo17 (Vagyis dontés arrdl, hogy az adott minta illeszkedik—e az adott
eloszldshoz?)

homogenitasvizsgalat: dontés arrdl, hogy vajon két adott minta ugyanabbdl az el-
oszlasboél szarmazik—e?

fiiggetlenségvizsgalat: dontés arrél, hogy vajon két adott minta fiiggetlen—e?

1.2. Statisztikai alapfogalmak

1.2.1. Definicié. (Statisztikai) minta alatt valamely (2, A,P) waldszindségi mezdén
értelmezett figgetlen, azonos eloszldsiu valosziniségi valtozok &1,&,...,&, véges sorozatdt
értjik. A minta elemszama n, a minta alapeloszldsa pedig a &1,&o,...,&, valosziniségi
valtozok kozos eloszldsa.



1.2.2. Definicié. Statisztika (pontosabban statisztikai fiigguény) alatt a mintaelemek va-
lamely T(&1,&s,...,&)  figguényét értjik, ahol T : R* — R olyan figgvény, hogy
T(&,&, ... ,&) wvaldszindiségi vdltozo.

Megjegyezziik, hogy ehhez elegend6 példaul az, hogy T folytonos legyen, hiszen ekkor
tetszoleges ¢ € R esetén

{wWeQ: T (W),.... W) <ct={weQ: (&W),..., W) € T (—0,c)} € A,

azaz esemény, ugyanis T folytonossdga miatt T~ '(—oo,c) = {x € R* : T'(z) € (—o00,¢)}
nyilt halmaz, ezért el6all nyilt intervallumok megszamlalhaté unidjaként.

1.2.3. Definicié. Mintadtlag:

gn — §1+§2+"'+€n,

n

vagyis a mintaelemek szamtani kozepe.

A mintadtlag nyilvan statistika, hiszen &, = T,,(£1,&, ..., &), ahol

1‘1+!L’2+"'+1‘n
n

Tn(l'l, XToyew 7‘%.77,) -
folytonos fliggvény.

1.2.4. Definicié. Tapasztalati (empirikus) szérdsnégyzet:

n

_ _ _ n 2
Sl 91 el Tl 7Y e sl Al Y o (@-—%Z@-) ,
j=1

n n <
=1

vagyis a mintaelemek dtlagtol valo négyzetes eltéréseinek atlaga.

A tapasztalati szordsnégyzet is statisztika, hiszen s = T,,(£1,&,...,&,), ahol
1 o« 1 o i
To(z1, 29, ..., 2y) = Ez; (xl - 52%)
1= 1=

folytonos fliggvény.
1.2.5. Lemma. (Steiner—formula) Tetszdleges ¢ € R esetén

Sn = %Z(fi —c)* — (% > - C)) -

=1

Specidlisan (¢ =0 wvdlasztdssal)

G=iye- @)
=1



Bizonyitas.

1 « -2 1 — 2
sm==> (E-&) =-> (-0 - —-0)
i=1 i=1
1 < | . _ )
== (& —c) —QE(n—C)Z(&—C)JF(fn—C),
i=1 i=1
ahol
1 - 1 i
ﬁ(gn - C) Z(&l - C) = (gn - C)2 - (ﬁ Z(gl - C))
=1 =1
O
1.2.6. Definicié. A &1,&,...,&, mintdbol képezett rendezett minta:
é-ik:n < é-;n < st < 6;’::77,'
A rendezett minta elemei statisztikdk, ugyanis példaul &7, = T,,(&, &, ..., &), ahol
To(z1, o, ..., x,) = min{zy, 29,...,2,}
folytonos fiiggvény. Megjegyezziik, hogy a &1.,,&.,,---,&,.,, valdsziniiségi valtozok nem

fiiggetlenek és nem azonos eloszlasuak.

1.2.7. Definicié. A &1,&,...,&, mintdbol képezett tapasztalatt medidn:

m+1:n?

{ - ha n=2m+1 pdratlan,
(

:;un + 5;1+1:n)/27 ha n =2m pdros.
A &,&, ..., & minta terjedelme:
g:LITL - gfn

1.2.8. Definicié. A &,&, ..., &, mintdbdl képezett tapasztalati (empirikus) eloszlds-
fuggvény: F, R xQ — R,

0, ha z<¢&5,,

S|

) ha’ gltn <z < gz—l—lzn’

Folz) = Folz,w) := Z
(43

i(w)<z

k
n
1, ha z>¢.,.

Vagyis minden rogzitett x € R esetén F,(x,-) : @ — R valdszintliségi valtozo,
ezért statisztika, mégpedig a {w € Q : &(w) < x} € A esemény relativ gyakorisiga.
Tovéabba minden rogzitett w € Q esetén F,(-,w) : R — R eloszlasfiiggvény, mégpedig an-
nak a diszkrét eloszlasnak az eloszlasfiiggvénye, melynek a lehetséges értékei a mintaelemek
& (w), & (W), ..., & (w) realizdcidl, és ezen értékeket egyarant 1/n  val6sziniiséggel veheti
fel.



1.2.9. Tétel. (Glivenko) (A matematikai statisztika alaptétele) Legyenek &,&,, . ..
fuggetlen, azonos eloszldsi valdszintségi valtozok kézos F eloszldsfigguénnyel. Ekkor

P <lim sup | Fp(z) — F(z)] = 0> ~1.

n—0o0 z€ER

Tehét a tapasztalati eloszlasfiiggvény egyenletesen kozeliti az (elméleti) alapeloszlést,
midén az n mintaelemszam tart végtelenbe. Megjegyezziik, hogy minden rogzitett = € R
esetén a nagy szamok erds torvénye alapjin 1 valészintiséggel teljesiil F,(z) — P(&§ < z) =

F(z) ha n — oo, ezért P (lim |Fn(x) — F(x)| = 0) =1
n—00

1.2.10. Definicid. Legyen r € N. A &,&,...,&, mintdbol képezett tapasztalati r—

n
1
. § : r
Myp = — 6@ .
n <
=1

Nyilvdn ¢, = M1y, €s a Steiner-formula alapjan s

edik momentum:

2
n

éppen az F, (véletlentdl fiiggs) eloszlasfiiggvényhez tartozé r—edik momentum.

= Moy, — m%n Tovabba m,.p,

Hisztogram (oszlopdiagram) tigy kaphatd, hogy vessziik a valés szdmegyenesnek egy
—00 < T < Ty < -+ < T < 00 beosztasdt, és az egyes részintervallumokra olyan ma-
gassagu téglalapokat rajzolunk, ahany mintalem az illeté részintervallumba esik; vagyis egy
olyan lépcsosfiiggvényrol van szd, amelynek értéke az egyes részintervallumokon az illeto
részintervallumba esés gyakorisaga. Stir{iségi hisztogram ugy kaphato, hogy a relativ gya-
korisagokat dbrazoljuk. Ha a mintaelemszam végtelenbe tart és a beosztassorozat finomodik,
akkor a stirtiségi hisztogram jol kozeliti a stirtiségfliggvényt.

2. A statisztikaban haszndalatos néhany fontos eloszlas

2.1. xi-eloszlas

2.1.1. Definicié. Ha ny,19,...,m: fliggetlen, standard normdlis eloszldst valosziniségi
vdltozok, akkor
X =010 g

eloszldsit x:—eloszldsnak nevezzik, melynek szabadsdgi foka k.

2.1.2. Definicié. Szemifaktoridlis:

" n(n—2)(n—4)...1, ha n pdratlan,
nll:=
n(n—2)(n—4)...2, ha n pdros.



2.1.3. Lemma. A x:-eloszlds abszolit folytonos, és sdriségfigguénye

0, ha x <0,
fxi(x) - { k/2-1 /2

CrT , ha x>0,
ahol )
L NGT: l(k o ha k pdratlan,
m, ha k pdros.
Specidlisan
0, ha z <0, 0, ha z <0,
fx%(m) B \/217T_xe_’”/2, ha z >0, b )= %e_’”ﬂ, ha = > 0.

Tehét a y3-eloszlds megegyezik az 1/2-paraméterii exponencidlis eloszldssal.

Bizonyitds. Nyilvan y? eloszlasfiiggvénye

0, ha = <0,
Fea(2) =P(xi <) =P(nj <2) =
P(Im| < x), ha z>0.

Ha x >0, akkor

) 2 [VE o,
P(lm] < V&) = P(—v/T <1 < V1) = m/ e 2 :E/O 2 dy = G(V/E),

ahol

G(y) "’ /2 du,

9 v
- Vor /
Nyilvan G"(y) = \/2/me ¥"/?, ezért Fy2 derivdlhaté (0, 00)-en:

( 2
2\/_ T 2\/_

ezért x? abszolut folytonos és stirliségfiiggvénye

Flo(o) = G'(Va

0, ha x <0,
fel@) =9 1 -
\V2Tx ’

ha z > 0.

Tovdbba x3 eloszlasfiiggvénye

fx%() fn1+n2 / fnl fn T — )

0, ha x <0,

— Py 2 — d = x
/Oo F (y)fxl($ y) dy / 1 e Y/2 1 e~ @ W/2dy, ha x> 0.
0 2Ty 27 (z — y)




Tehat ha x > 0, akkor

—xz/2

I _
—e /2 ce 4

ahol y = xz helyettesitést hajtottunk végre. A ¢ konstans abbdl hatarozhaté meg, hogy

1:/ fxg(x)dx:c/ e 2 dx = 2.
—00 0

fra(

Tehat végiilis

0, ha z <0,
fa(z) = 1
. §e_‘”/2, ha x> 0.

Az altalanos eset teljes indukciéval bizonyithaté. Ha feltessziik, hogy az allitas igaz k-ra,
akkor

P = Fao @) = [ fafi o= ndr= [ faifle -y

0, ha z <0,
- /x cxy* 2 e 20 (2 — y) V2”@ W24y ha x>0,

0
igy ha x > 0, akkor
P (o) = crene 2 [yt = gy
= crepe 7/ /1(xz)k/21[x(1 ) V2 ds = G aa kD22,
0

ahol ¢, abbdl hatarozhaté meg, hogy

1 :/ fxi+1(x) dx zgkﬂ/ LD /2-1 /2 Qo
o ;
Mivel
Ik+1 = /Oo :L-(k+1)/27lefm/2 daj‘
0

= [x(k+1)/2_1(—2)e_’”/2 dz] izgo + (k — 1)/ g®=12=20=2/2 qg = (k — 1) [}y,
0

igy N
~ 1 1 Ck—1
C = = =
T e (k—DI, k-1
amib8l ¢; = 1/v2m és ¢y = 1/2 figyelembevételével kapjuk az allitast. O



2.2. tip—eloszlas (Student—eloszlas)

2.2.1. Definicié. Ha n és X% figgetlen valdsziniségi vdltozék standard normdlis, illetve

Xz —eloszldssal, akkor
Ui

Xi/k
eloszlasat ty—eloszldsnak (Student—eloszldsnak) nevezzik, melynek szabadsdgi foka
k.

ty i =

A ti—eloszlas stiriségfiiggvényének meghatarozasahoz sziikségiink van a kovetkezd lem-
mara.

2.2.2. Lemma. Legyenek & és ¢ abszolit folytonos, figgetlen valdsziniségi vdltozok  fe,
illetve  f¢ siriségfigguénnyel. Ekkor £/C abszolit folytonos, és siiriségfigguénye

ferela) = [ lolfelon)fe0)do
Bizonyitds. Nyilvan &/( eloszlasfiiggvénye

Fepe(z) =P(E/¢ <) = / fec(u,v)dudv

u/v<z

_ /io (/w Fe() fo(v) du> v +/0°° (/OO Fe(w) £o(o) du> do,

0

ezért

feele) = Fyea) = [ (=olteannsito) do+ [ ofean fio) o

—o0

2.2.3. Lemma. A t,—eloszlds abszoliut folytonos, és siriségfiggvénye

Ck
ftk(x) = 12 (k+1)/2°
—+1
(7 )
ahol L 1)
(k= 1t , ha k pdratlan,
. k- (k —2)!!
k pu—
E—1)!
( ) ., ha k pdros.
2k - (k —2)!!
Specidlisan
fu () = . feo() = . -
T r (22 4 1) YT (02 4 2)3/2

Tehat a t;—eloszlas megegyezik a Cauchy—eloszlassal.

7



Bizonyitas. El6szor meghatdrozzuk /x%/k eloszldstiiggvényét:

0 ha =<0
F ) =P(/xi/k<x)={ " S
X%/k() Vil ) {P(Xz<kx2), ha x > 0.

Tehét ha = > 0, akkor F\/m(x) = sz(kaﬂ), ami derivalhat6: F” xi/k(x) = Qkxfxz(kxz),

ezért \/xi/k abszolit folytonos, és siirliségfiiggvénye

f (2) 0, ha = <0,
T) = ,
Xi/k 2kxey(ka?)k/2te=k"/2 ha x>0,

igy ha z > 0, akkor f\/m(x) = 2kFP2¢ah e k7’2 EbbSl a 2.2.2. Lemma fel-
k

hasznalasaval
o0 00 1
o (@) :/ |U|fn(xv)f\/m(v) dv :/ v 27T6_’”2”2/22]€k/26kvk_1e_k”2/2 o
. . Iy
k/2 00 k/2 . i
_ 2k 2, Sre— @R /2 gy — 2kk/2¢; Y e dy
V2r Jo Vor S (@2 + k)R (22 + k)12
_ Ck
T (22 4 k)72
ahol o
~ 2k )
o = Ck ykefy /2 dy

vV 27T 0
=00

Ha k=1, akkor ¢; =1/V2r és [~ ye V2 dy = [—e_yz/Z] =1, igy ¢, = 1/7, ezért
y=0

fo(x) =1/[r(z* +1)]. Ha k=2, akkor ¢y =1/2 és

o0 1 g2 \ 2T
2,-v%/2 3, _ = / Y 22,
e dy = 2 e dy = ,
/0 y y=3Vv v y=

gy ¢ =1, ezért fi,(v) = 1/(2* +2)%2. Tovdbbd k >2 esetén parcialis integraldssal
(y" - ye ¥’/2 felbontéssal (—e*yQ/z), = ye ¥’/2 alapjén)

/ e vy = e k- / ey = (k1) / Ty vy,
0 0 0 0

y=

ugyanis L’Hospital szaballyal bebizonyithaté, hogy le y”’le’yz/2 = 0. Ha k>3 paratlan,
akkor - ’ :
/ yre V2 dy = (k— 1)(k —3)... 2/ ye V2 dy = (k — 1),
0 0
amibol
_ 2kk2 (k=11 kM2 (k=1
T r Vem (k-2 m-(k-2U




Ha k>4 paros, akkor

/)y%y”%m:(h—nw—3y“3/‘y%y”%w:(k—nmmmm,
0

0

amibol
o 2kM2 (k—1)IN2r/2 kM (k— 1)

Ccp = . =

V2r 2 (k—2)! 2 (k—2)l

2.3. Fp—eloszlas

2.3.1. Definicié. Ha x? ¢és x5 figgetlen valdsziniségi vdltozdk X3, illetve
eloszlassal, akkor

ket — @

’ Xi/!

eloszldsat Fyp—eloszldsnak nevezzik, melynek szabadsdgt fokar k és £.

2.3.2. Lemma. Az Fj—eloszlds abszolit folytonos, és siriségfiggvénye

.
0, ha x <0,

Lo\ k21
ka,l(x) = 3 (Z:C>

Ck ¢

Yk (k+0)/2°
- 1
\ <£x + >

(ke (k+L—2)!
wl- (k= 2)N(C—2)I’

ha x >0,

ahol

ha k és € pdaratlan,

_ k-(k+¢—2)! i i
Crp = 20k =2l = 21" ha k és € paros,
k-(k+¢—2)!

(40 (k= 2)I( = 2)IV eqyébként.

Bizonyitas. El8szor meghatdrozzuk x2/n eloszldsfiiggvényét:

Fyz(z) = P(xa/n < x) = P(x < nz) = Fy2 (na),

ami derivalhato: F’%/n(x) = nfy(nx), ezért x2/n abszolit folytonos, és siirliségfiiggvénye

X

0, ha x <0,

ne,(nz)V?~te /2 ha x > 0.

Sz m(@) = {



Ebbdl a 2.2.2. Lemma felhasznalasaval

@) = [ olfgplen) i) dv = [ v au)b ekl et g

0
= CkCgkk/Qél/ka/Zfl /OO U(k+l)/27lef(km+g)v/2 dv
0
ok/2-1

_ k/2pt/2
= CkCgk 14 (k:U—i—g)(kJré)/Q

/Oo y(k+l)/27167y dy.
0

Ha k 4 ¢ paratlan, akkor parcidlis integralassal

/Oo y(kH)/Z 1 e ¥dy (H _ 1> <u _ 2) 3 oo\/gefy dy,
0 2 2 D)

/0 Ve ydy—/ \/_ e 2y du = \/ﬁ/ \/—_ “2/2udu:§-

Ha k4 ¢ paros, akkor parcialis integralassal

/OO Y E+D/210—y gy <M _ 1) (M 2> 1 /Oo e ¥ dy,
0 2 2 0

ahol [“e ¥dy=1. O

ahol

2.4. Normalis eloszlasi minta vizsgalata

2.4.1. Tétel. Ha &,,&,...,&, figgetlen, N(m,o?)-eloszldsi valdszinidségi vdltozok, akkor

(i) &, eloszldisa N(m,o?/n),

ii) &, és s fiiggetlenek,
n n

(iii) ns?/o? eloszldsa x2_,—eloszlds.
Ennek a tételnek a bizonyitasahoz felhasznéljuk a karakterisztikus fiiggvényeket.

2.4.2. Definicié. A £ :Q — R waldsziniségi viltozo karakterisztikus fuggvénye o :
R — C,

0e(t) = Ee"™ := E cos(t£) + iEsin(t€).

A €= (&,...,&) : Q = RY waldszindségi vektorviltozd karakterisztikus fiiggvénye
(mdsképpen: a &, ...,& wvaldszintségi vdltozok egyiittes karakterisztikus fiiggvénye) ¢ =
Per,ly - RF — (C,

.....
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2.4.3. Allitas. (i) Haa €= (6,...,6) : Q>R ésaz n=(n,....n0) : Q = RF
valosziniuséqgi vektorvaltozok figgetlenek, akkor

Qein(t) = @e(t)py(t),  tERE

(i) Hoa €= (&,...,&) : Q =R ésaz n=(n,...,m) : @ = R¥ waldsziniiségi
vektorvdltozok karakterisztikus figguényei megegyeznek, azaz @e(t) = @,(t) bdrmely
t € R¥ esetén, akkor megegyeznek az eloszldsaik, azaz Fe(x) = F,(z) bdrmely x € R
esetén.

(i) 4 € = (&,...,&) : Q =R ésaz n = (n,...,m) : @ — R waldsziniiségi
vektorvdltozok akkor és csak akkor fiiggetlenek, ha

Pen(u,v) = oe(u)gy(v), ueR, veR.

(iv) Ha &€= (&1,...,&) : Q — R* waldszintdségi vektorvdltozs, A egy ( x k—mdtriz, és
beR', akkor
pacin(t) = e (ATH), teR,

Specidlisan: ha & : Q) — R waldsziniségi viltozo és a,b € R, akkor
Pacs(t) = ePoe(at), teR
Bizonyitds. (i). A fiiggetlenség alapjan
Pein(t) = Eeilté+m — E (ei<t,~£>ei<t,n>) — EeitOEpiltm — 0e(t)ipn(t).

(ii). Nehéz. (Azt lehet felhasznélni, hogy zdrt intervallumon értelmezett folytonos fiiggvé-
nyek egyenletesen kozelithet6ek trigonometrikus polinomokkal.)

(iii). Ha ¢ és n fiiggetlenek, akkor
Ve n(u,v) = Eei(w&)+wm) — E (ei<u,£>ei<v,n>) — Eeiwf Eepilom) — 0e ()i (v).

Ha pedig teljesiil
Pen(u,v) = pe(u)py(v), ueR", wveR,

akkor tekintsiink olyan §~ és 1 fliggetlen valdsziniiségi vektorvaltozdkat, hogy &£ és SN,
valamint 7 és 7 eloszlasai megegyeznek. Ekkor nyilvan ©F = p¢ és @5 = y,, valamint

pra(u,v) = pz(u)pz(v)  uweR', veR,
amibdl kovetkezik, hogy
pen(u,v) = pzo(u,v)  uweR, veR,

ezért a (£,m) : Q@ — R és (£,7) : Q — RFF valésziniiségi vektorvaltozok eloszlsai
megegyeznek. fgy a & és n figgetlenségébol kapjuk, hogy & és n is fliggetlenek, ugyanis

Fey(z,y) = Fza(r,y) = Fra)F3(y) = Fe(x)Fy(y), = €R, yeR".

11



(iv). Nyilvén

@Af—l—b( ) — Ee¢f i(t,AE+b) __ — o it, b)Ee W(ATLE) _ e i(t,b) (ATt)
ugyanis (t, AE) = tT(AE) = (AT4)T€ = (ATt &), hiszen u,v € R* esetén (u,v) =u'v. O
Példak:

e Ha 7 standard normdlis eloszlast, akkor ¢, (t) = e™¥/2 ugyanis

_ Eeztn _/ 7x2/2 / 7t2/2 (z—it)% /2 dZU
Putt) i ~Vm
és belathatd, hogy f (@=it)?/2 g — ffooo e V2 dy = \/27.

Ha pedig ¢ normélis eloszlastu (m, 0?) paraméterekkel, akkor 1 := (£—m)/o standard
normélis eloszldst, tehat &€ = on+m alapjdn g (t) = eitme=(00"/2 = gitm—0"t/2,

e Ha ¢ exponenciélis eloszldsi A paraméterrel, akkor ¢¢(t) =1/(1 —it/A), hiszen

oe(t) = / e Ne ™M dz = ) / =Nz 4y =
0 0

o [ e =

=0 it — M\

e Mivel a y2—eloszlds megegyezik az 1/2-paraméterii exponencidlis eloszldssal, igy annak
a karakterisztikus fiiggvénye ¢,2(t) = 1/(1 —2it). A x3-eloszlds definiciéja alapjdn

o ®) = oy (0 = [T ® = (20)"

ezért. 1/(1 = 2it) = @ a(t) = (p,p(t)” alapjan @2 (t) = 1/v/1 —2it, igy végiilis
@y2 () = (1= 2it)~"/2

2.4.4. Definicié. Az n = (n,...,m) : Q = RE waldsziniiségi vektorvdltozét k—dimenzids
standard normadlis eloszldsunak nevezzik, ha ny,...,n. fuggetlen, standard normdalis
eloszlasiak.

2.4.5. Definicié. A &= (&,...,&) : Q — R* waldszindségi vektorvdltozét k—dimenzids

normdlis eloszldsunak nevezik, ha létezik olyan A k x k-mdtriz és b € RE wvektor dgy,
hogy € és An+b eloszldsa megegyezik, ahol 1 = (ni,...,m) : Q@ — RE  k-dimenzids
standard normdlis eloszldsii.

2.4.6. Tétel. A &= (&,...,&) : Q — R* waldsziniségi vektorvdltozé akkor és csak akkor
normdlis eloszlasu, ha karakterisztikus figgvénye

alaki, ahol m € R¥, D vpedig egy valds, szimmetrikus, pozitz/v szemideﬁm’t k X k-mdtriz
(azaz tetszbleges t = (ty,...,tx) € R esetén (Dt t) = ZJ 124 L djetite>0). Tovdbbd
EE = (E€y,...,E&) =m és cov(€) = E [(€ — E€)(€ —E€)T] =
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Ha D nvertdlhato, akkor & abszolut folytonos, és suriségfigguénye

1 — “Yg—m),z—m
fg(l'): (D~( )s )12

(2m)472\/det(D)

2.4.7. Tétel. Ha (&1,...,&m,My---5mn) : @ = R™™ normdlis eloszldsi, és cov(&g,m) =
0 teljesil minden k = 1,...,m és € = 1,...,n esetén, akkor & = (&,...,&n) €s
n:=(m,...,n,) figgetlenek.

Bizonyitas. A (&,n) = (&,...,&n, M, .-, M)  varhato érték vektora és kovarian-

E. De 0
E,)’ 0 D)’

ahol D¢ :=cov(§), D, :=cov(n). Ezért a karakterisztikus fiiggvénye

ratn =en{i((g,)- () -5 (5 5) (0)-C)))

= exp {i((E€, ) + (E0,0) = § (D) + Dy } = px(n(0

clamatrixa

tetszOleges u € R™, v € R* esetén. Ebbdl pedig kovetkezik a 2.4.3. Allités (iii) pontja
alapjan & és n fiiggetlensége. 0

2.4.8. Tétel. A &= (&,...,&) : Q — R* waldsziniségi vektorvdltozé akkor és csak akkor
normalis eloszlasu, ha tetszdleges cq,...,c, € R esetén Z?Zl c;& (egydimenzios) normdlis
eloszlasu.

Bizonyitds. Ha & = (&1,...,&) normalis eloszldst, akkor tetszéleges ¢ = (ci,...,c;) € RF
esetén 1 := (¢, &) = 25:1 c;&; karakterisztikus fiiggvénye

(1) = B = Eei(e8) = Eete8) = (o (tc) = et (D(et)et)/2 — gilmie)t—(De)i®/2

tehat 7 valéban normalis eloszlasi ((m,c), (De,c)) paraméterekkel.

Ha pedig tetszbleges ci,...,c, € R esetén 7 := (c,€) = ¢'€ normalis eloszlasti, akkor
nyilvan a paraméterei En = c'E¢ és

Dy = E [(n — En)(n — En) '] = [¢" (¢ — E) (c" (¢ — EQ) |
— TE[(¢ — EE)(€ — EE) ] e = ¢Teov(€) .
Igy €= (€1,...,&) karakterisztikus fiiggvénye

%(t) — Eeilt€) — ou 6)(1) _ eitTEg—tTcov(g)tﬂ — oHEEt)—(cov (§)tt)/2

tetszéleges t € R* esetén, tehdt ¢ valéban normélis eloszl4st. ([l

13



A 2.4.1. Tétel bizonyitasa. (i). Nyilvan & := (§,...,&,) normdlis eloszldsi, hiszen
me = (& —m)/o, k=1,...,n figgetlen, standard normadlis eloszldsiak, és & = ony, + m,
k = 1,...,n alapjan a & vektor el6éllithaté, mint az n := (n,...,n,) standard
normaélis eloszldst vektor linedris transzformaltja. Tovdbba &, a &1,...,&, linedris kom-
bindcidja, ezért a 2.4.8. Tétel alapjan ¢, valéban normélis eloszldsti. Tovabbé nyilvan
E¢, = > i1 E&/m=nm/n=m és D%, = > i D?&/n* = no?n* = o*/n.

(ii). El6szor a 2.4.8. Tétel alapjan beldthatd, hogy a

(gl _Emg?_gnv"'agn _Enagn)

vektor normalis eloszldsi, hiszen a koordinatainak linearis kombinéciéi egytttal a normaélis

eloszldsi (&1,&s,...,&,) vektor koordinataibdl képezett linedris kombindcidknak is tekint-
hetok.
Tovabba minden k =1,...,n esetén teljesiil cov(&, —¢&,,€,) =0, hiszen

COV(&C - gnagn) = COV(&k,gn) - COV(gn g ) = Cov (6/67 Z&) cov (% z}gza % z}gj>
1= j=
= _ZCOV gkagl ZZCOV glagj = :07

i=1 j=1
ugyanis a &, &, ...,&, valtozodk fiiggetlensége miatt
0%, ha i=j,
cov gag =
(6.6 {0, ha i # j.

Ezért a 2.4.7. Tétel alapjan (£, —&,,& —&,,,..., & —&,) és &, fiiggetlenek, amibél mar
kovetkezik

és €, fiiggetlensége.
(iii). A Steiner—formula alkalmazdsdval

n

LIPS SN STR of (SutA WU § ol At 2_2": _
o2 T 52 k - . n\&= o _k:177k m,

k=1 k=1

ahol ng :== (& —m)/o, k=1,...,n fiiggetlen, standard normélis eloszlasuak, és

fk—m &, —m
Z o/vn

is standard normadlis eloszlasu. Tehat
n n
0__82 + 77 - Z 77]%7
k=1

14



ahol a baloldalon 4116 6sszeadanddk (ii) alapjan fiiggetlenek. Ezért a baloldal karakterisztikus
fliggvénye egyrészt
Pns2 /o2 +n2 (t) = Pns2 /o2 (t)pn2(t),

masrészt pedig

sz jorin(t) = oxp_ 2 (1) = [ [ e (8) = (02 ()"
k=1

Mivel tetszbleges t € R esetén ¢,2(t) = 1/v/1 — 2it # 0, ezért lehet vele osztani, igy

k=1 "k

pust o2 (1) = (e ()" = [] 032 (8) = p5er1 2 (0,

tehat ns?/o? valéban x2 ,—eloszlasti. O

3. Becsléselmélet

Feladat: a minta alapeloszlasahoz rendelt valamely mennyiség becslése, azaz kozelitése a
mintaelemek felhasznalasaval, vagyis statisztikakkal.

3.1. A varhaté érték és a szorasnégyzet becslése

Jelolje az alapeloszlds (vagyis a  &,&,...,&, mintaelemek kozos eloszldsanak) véarhatéd

értékét m, szoérdsnégyzetét o2. Nyilvan

EZ, = L(E€ +--+ E&) = m.

vagyis a mintaatlag varhato értéke megegyezik az alapeloszlas varhato értékével. Ezért azt
mondjuk, hogy a mintaatlag torzitatlan becslése a varhaté értéknek.

Tovabba )

D¢, = (D2§1+---+D2§n):%—>0 ha n — oo.

1
n?
A nagy szamok erds torvénye értelmében P(lim &, = m) = 1, amit tigy fejeziink ki, hogy

n—o00
a mintadtlag er6sen konzisztens becslése a varhato értéknek.

A centrélis hatdreloszlététel alapjan +/n(€, —m)/o — N(0,1) eloszldsban ha n — oo,
hiszen

, £, —m L S, — ESy R Y Sy

ahol S, =& + -+ &,, ES, =nm, DS, = no’.

15



A tapasztalati szérasnégyzet varhaté értéke

B = -3 E(G -G = 3 DG - E) =",
k=1

hiszen

- 1 1 (n — 1) 1 n—1
2 "2 | = 2 2, 2
D*(& —&,) =D (1—ﬁ>5k+ﬁ§_:§ I D§k+n2 _E:ny— o
{5:5#k} {j:j#k}

Ezért a tapasztalati szordsnégyzet nem toritatlan becslése a szérdsnégyetnek. Viszont a
korrigalt tapasztalati szérasnégyzet:

1 — n
*2 § : L 2 __ 2
Sn T n — 1 — (é‘l gn) - Sn

2

nyilvén torzitatlan becslése a szérdsnégyetnek: Es*> = o®. Be lehet latni, hogy

0 (57) = 3 (- 2=30%).

“n n—1

ahol juy := E[(& — m)*] az alapeloszlds negyedik centralis momentuma. Azt is be lehet latni,
hogy a korrigdlt tapasztalati szorasnégyzet erdsen konzisztens becslése a szorasnégyetnek:

P (lim 22 = 02) =1
n—oo

3.2. Pontbecslések

Feltessziik, hogy az alapeloszlas, melybdl a minta szarmazik, valamely paraméteresen meg-
adott {F") :~ € T} eloszlascsaladbol valé, ahol T' C RF. Feladat: az ismeretlen -~y
paraméter becslése.

A maximum likelihood médszer szerint azzal a paraméterértékkel kozelitiink, mely
esetén a legvaldsziniibb az az esemény, hogy éppen az adott mintaelemeket kapjuk.

Példak:

(i) Tegyiik fel, hogy az alapeloszlas A > 0 paraméterii Poisson—eloszlds, ahol A ismeretlen

paraméter, azaz &,&s,...,&, figgetlen valdszintiségi valtozok, és
)\k
P,\(&:k):pe*’\, k=0,1,...,
és a feladat: A becslése a &1,&,...,&, minta alapjan. Jelolje kq, ko, ..., k, a

megfigyelt értékeket. A A paraméter )\, maximum likelihood becslése olyan A
szam, ahol az

Ln(ki, ... kns N) :i=Px(& = k1, .., & = kn)
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likelihood fiiggvénynek globalis maximumhelye van. Nyilvan

n n )\ki n )\kz
Ln(ki, ... ko X)) = H Pr(& = ki) = H <k~' eA> =e ™ H ok
i=1 v =1 "

=1

és a logaritmusfiiggvény monotonitdsa miatt elegend6 megkeresni a log—likelihood
fiiggvény:

l0g L (K1, .- kns A) = —nA+ ) kilog A =Y log(k;!)
=1 =1

globalis maximumbhelyét. Mivel a

Olog Ly (ky, ..., kn; \) "k
— — =0
N "“L;A

egyenlet egyetlen megolddsa A =>""  k;/n, és

0%log Ly (ki, ..., kn; \) "k
o\ =2 <0

=1

ha a ky, ko, ..., k, megfigyelt értékek nem mindegyike 0, igy ekkor a A\ paraméter
maximum likelihood becslése \, = &,.

Legyen az alapeloszlas A > 0 paraméterii exponencialis eloszlds, ahol A isme-

retlen paraméter, azaz &;,&,...,&, figgetlen valészinliségi valtozok melyeknek a
strtiségfiiggvénye
—Az
f()\) (x) _ Ae , ha z > 0,
G 0, ha x <0,
és a feladat: A becslése a &;,&,...,&, minta alapjan. Jelolje zq,29,...,2, a

megfigyelt értékeket. A A\ paraméter )\, maximum likelihood becslése olyan x
szam, ahol az

Lp(xy, ... xp; A) i= fg(l/\) e (T1y0 0, 1)

.....

likelihood fiiggvénynek globalis maximumhelye van. Nyilvan

n )\”e*A(“*“'“"n), ha =z, >0,...,z, >0,
La(@y, 2 ) = [[ £ @) = e '
iy 0, egyébként,

és a logaritmusfiiggvény monotonitdsa miatt elegend6 megkeresni a log—likelihood
fliiggvény:

log Lp(x1,..., 25 A) =nlog A — )\in
i=1

globdlis maximumhelyét. Mivel a

Olog Ly (wy,...,205A) 1 - B
o ) ;xl_o
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egyenlet egyetlen megolddsa A =n/> " x;, és

0?log L, (ky, ..., kn; N) n
oN? =<l

ezért a A paraméter maximum likelihood becslése A, = 1 /€,

(iii) Legyen az alapeloszlds egyenletes a [0,«] intervallumon, ahol « > 0 az isme-
retlen paraméter, azaz &;,&,...,&, fliggetlen valdszintliségi valtozdk melyeknek a
strtiségfiiggvénye

f(a)(x) _ ]_/O[7 ha xr € [0,0Z],
& 0,  egyébként,

és a feladat: « becslése a &,&,...,§, minta alapjan. Az « paraméter o,
maximum likelihood becslése olyan x szam, ahol az

Ln(z1,...,¢xp;0) := f.g(la).gn (T1, ..., )

likelihood fiiggvénynek globalis maximumhelye van. Nyilvan

n
1/a", ha x €0,al,...,2, €[0,q],
Ln(xl,...,xn;a):Hfg(ia)(xi) = o "
i1 0, egyébként,
és z; € [0,a],...,z, € [0,a] azzal ekvivalens, hogy o> max ezért a globalis
1<i<n
maximumbhely « = max ;, igy az « paraméter maximum likelihood becslése
1<i<n

Q, = max & = & .
n lsiSTLgZ gnn

3.3. Intervallumbecslések

Megint feltessziik, hogy az alapeloszlds, melybol a minta szarmazik, valamely paraméteresen
megadott {F") :~y € T} eloszldscsaladbol vals, ahol T' C RE. Feladat: elére megadott
e €(0,1) szdmhoz olyan S(&,...,&,) és T(&,...,&,) statisztikdkat taldlni, hogy

P’Y(S(gla7§n)<7<T(€1,,€n)) =1—¢

teljesiiljon. Ekkor azt mondjuk, hogy [S(fl, ooy &), T(&, .. ,Sn)] egy 1 — e szinti
konfidencia—intervallum.

3.3.1. Konfidencia—intervallum a normalis eloszlas varhato értékére, ha ismert
a szorasnégyzet

Tegyiik fel, hogy a minta N (m, 0?)—eloszldsbdl szarmazik. Ebben az esetben a 2.4.1. Tétel
alapjan &, ~ N (m,o0?/n), ezért

E.-m
e N O.1)
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Viélasszuk meg az u./, € (0,00) szamot ugy, hogy ha 7 ~ N (0, 1), akkor P(n > u./s) = ¢/2,
azaz P(n < w.;) =1—¢/2, vagyis ®(u.;5) =1—¢/2, ahol

1 ¢ 2
O(z) :=Fy(z) =P(n<=x :—/ e/ du.
(0)i= o) =Pl <) = = [
Ekkor persze a szimmetria miatt P(n < —u.j;) =¢/2, ezért
P(n € [—usja,uepa])) =1 —=P(n > uzpp) —P(n < —ucpp) =1—¢

igy

Pm <§;/?/%n € [—U5/27u5/2]> =1—¢,

vagyis

P (m € [Zn - UE/QO—/\/ﬁa Zn + uE/QO—/\/ﬁ]) =1l-e.

Tehdt [&, — ucj20/\/n, &, + ueppo/y/n] egy 1— ¢ szintd konfidencia-intervallum az m
parameéterre.

3.3.2. Konfidencia—intervallum a normalis eloszlas varhaté értékére, ha nem
ismert a szérasnégyzet

Tegyiik fel, hogy a minta N (m, 0?)—eloszldsbdl szarmazik. Ebben az esetben a 2.4.1. Tétel
alapjan B
En —m
E-m _ ojn
si/vn o sl

azaz t, i—eloszlasti. Véalasszuk most a t./; € (0,00) szadmot gy, hogy P(t, 1 > t.2) =¢/2
teljesiiljon. Ekkor persze a szimmetria miatt P(t,_; < —u./2) =¢/2, ezért

P(tnfl € [_ta/27t5/2]) =1- P(tnfl > t5/2) - P(tnfl < _ta/2) =1- &€,

igy

g, - m
P, (5n tmtin] ) =1 —¢,
e (G € Ftomtod) =1

vagyis

Pm,02 (m € [gn - ts/QS;/\/ﬁa gn + ts/QS;/\/ﬁ]) =1-e¢.

Tehdt [&, —t.p285/V/n, &, + teppsy /] egy 1—¢ szintil konfidencia—intervallum az m
parameéterre.
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3.3.3. Konfidencia—intervallum a normalis eloszlas szorasnégyzetére

Tegyiik fel, hogy a minta N (m, 0?)—eloszldsbdl szarmazik. Ebben az esetben a 2.4.1. Tétel
alapjdn ns2/o? egy x2_,—eloszldst valészintiségi valtozé. Valasszunk most olyan 0 < ¢; <
co szadmokat, hogy P(x2 | < 1) =P(x2 | > ¢2) = ¢/2 teljesiiljon. Ekkor

P .o (nsi/a2 € [cl,cg]) =1-—c¢,

vagyis
Poo2 (07 € [nsl/co, nsijei]) =1 —e.

2

Tehédt [ns?/ce, ns?/c1] egy 1—e szintli konfidencia-intervallum a o2 paraméterre.

4. Statisztikai hipotézisek vizsgalata

4.1. Egymintids u—prdba

Tegyiik fel, hogy &,&,...,&, figgetlen, N(m,o?)-eloszldsu valészintiségi valtozok, ahol
o? ismert, m ismeretlen. Legyen mo € R egy rogzitett szam. Feladat: dontsiik el, hogy a
minta alapjan elfogadhaté—e az a nullhipotézis (azaz feltevés), hogy m = mg, vagy inkabb

az m # mg ellenhipotézis (alternativa) fogadhaté el? Tehat:

Hy: m = my nullhipotézis,
H,: m#*m, alternativa.

Ha a Hy nullhipotézis igaz, akkor a 2.4.1. Tétel alapjan

-_ £, — Mo -
u:= N N(0,1).

Legyen ¢ € (0,1) rogzitett. Valasszuk meg az wu.;, € (0,00) szdmot gy, hogy ha
n~N(0,1), akkor P(n > u.;n) =¢/2. Ekkor

P (u € [—ug/g,ug/g]) =1-c¢,

azaz 1 — ¢ valészinliséggel az u statisztika a [—u./2,uc o] intervallumba esik.

Dontstink a kovetkezd modon:

o Haaz u statisztika értéke a [—u./2,u. o] intervallumba esik, akkor elfogadjuk a H,
nullhipotézist, azaz a [—u./2,u. o] intervallum az elfogadasi tartomany.

e Ha az u statisztika értéke nem esik bele a [—u, /25 Us /2] intervallumba, akkor elvetjiik
a H, nullhipotézist, azaz a [—u./s,uc2] intervallum komplementere a kritikus
tartomany.

20



4.1.1. Definicié. Elséfaju hiba: annak a valdszinisége, hogy a Hy nullhipotézist el-
vetjik, pedig Hy igaz. (Ezt szokds a proba terjedelmének is nevezni.)

Madsodfaju hiba: annak a valoszinisége, hogy a Hy nullhipotézist elfogadjuk, pedig
Hy, nem igaz.

Erdfiggvény: annak a valoszinisége, hogy nem kévetunk el masodfaju hibdt, azaz a
Hy nullhipotézist elfogadjuk, amikor az igaz.

A probdt konzisztensnek nevezzik, ha a mdsodfaji hiba 0-hoz konvergdl (vagyis az
erdfiigguény értéke 1-hez tart), amikor a minta elemszdma végtelenhez tart.

A fenti dontési mddszer esetén az elséfaju hiba éppen e, hiszen ha H, igaz, akkor

Pmo (U ¢ [—Ue/2,ug/2]) =¢

Nyilvan

_Gmmy _G-m  m—m
NN

E.-m
e N,

ezért a masodfaju hiba valészintisége

P (u € [—tej2, tep2]) =Py (Z;/?/%n < {_“5/2 - %’um N %D

ahol ® a standard normaélis eloszlas eloszlasfiiggvénye, azaz

1 “ 2
() = \/—2_7r/ e " /2 dv.

u

ahol

Ezért az erdfiiggvény:

A préba konzisztens, azaz rogzitett m esetén lim E,(m
n— o0

=1 (ezért n — oo esetén
a masodfaji hiba 0-hoz konvergdl), ugyanis mlgl(’)lo O(z) =1, Igrjlooé(x) = 0. Tovabba
rogzitett n mintaelemszdm esetén lim E,(m) =1 és lim E,(m)=1 (tehdt m — oo
vagy m — —oo esetén a masodfaju }Tlg; 0-hoz konvergél)n.HA;o E, figgvénynek minimuma
van az mg pontban, melynek értéke e, ezért a mdsodfaji hiba nagy lesz (mégpedig 1 —¢

kozeli), ha m kozel van mg—hoz.

Nyilvdn e csokkentése esetén az elséfaji hiba valdsziniisége csokken, viszont wu./»
novekszik, ezért a mésodfaji hiba novekszik. (Tehdt a kétféle hiba valdsziniisége ellentétes
irdnyban mozog!)
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4.2. Egymintas t—proéba

Tegyiik fel, hogy &1,&,...,&, figgetlen, N (m,c?)—eloszldst valdszintiségi véltozok, ahol

0% és m is ismeretlenek. Legyen mg € R egy rogzitett szam. Legyen

Hy: m = mg nullhipotézis,
Hy: m#my alternativa.

Tekintsik a _
_ gn — Mo

Vs:2/n

statisztikat. Ha a Hy nullhipotézis igaz, akkor a 2.4.1. Tétel alapjan a

t:

L N0, S T
statisztikak fiiggetlenek, ezért
En — My
t= o/ ~th-1,

(==

azaz t,_i—eloszlasi. Legyen ¢ € (0,1) rogzitett. Vélasszuk meg a t./o € (0,00) szdmot

ugy, hogy P(t,—1 > t./2) =¢/2. Ekkor

Pmo (t € [_ts/Qats/Q]) =1- €,

azaz 1 —¢ valészintiséggel a t statisztika a [—t./o,%./2] intervallumba esik.

Dontstink a kovetkezd modon:

o Ha a t statisztika értéke a [—t./9,1./5] intervallumba esik, akkor elfogadjuk a H,

nullhipotézist, azaz a [—t./9,t./2] intervallum az elfogadasi tartomany.

e Ha az t statisztika értéke nem esik bele a [—tg/g, tg/g] intervallumba, akkor elvetjiik a

Hy nullhipotézist, azaz a [—t./2,t./2] intervallum komplementere a kritikus tartomdny.

Nyilvan az elsofaji hiba éppen e, hiszen ha H, igaz, akkor

Pmo (t ¢ [_t6/27t5/2]) =Ee.

4.3. Kétmintas u—préba

Tegyiik fel, hogy a &,&,...,& ./\/'(mg,ag)feloszlésﬁ, és az M, Mgy ..

eloszldst valészintiségi valtozdk fiiggetlenek, ahol of és o7

retlenek. Legyen

Hy: mg =m, nullhipotézis,
Hy: mg# m, alternativa.
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ismertek, mg és m, isme-



Ha a Hy nullhipotézis igaz, akkor a 2.4.1. Tétel alapjan

wim — A0, 1),

2
% , %
k l

Legyen e € (0,1) rogzitett. Vélasszuk meg az wu.2 € (0,00) szdmot gy, hogy ha
n~N(0,1), akkor P(n > u./s) =¢/2. Ekkor megint vehetjiik elfogadasi tartomanynak a
[—ts/2,us /2] intervallumot, kritikus tartomanynak pedig ennek a komplementerét.

4.4. Kétmintas t—proba

Tegyiik fel, hogy a &1,&,...,& N (mg,of)-eloszldst, és az 0,1y, ..., m0 N (my,00)-

eloszlasu valészintiségi valtozok fiiggetlenek, ahol ag, 0,27, me €s m, is ismeretlenek.
Legyen

Hy: mg =m, nullhipotézis,

H,: mg#m, alternativa.

Ha a Hy nullhipotézis igaz, akkor a 2.4.1. Tétel alapjan

§k — e
ti= ~ Lppo-2.

1+1 (k—1)sg% + (L= 1)s7%
k7 k+0—2

Legyen ¢ € (0,1) rogzitett. Valasszuk meg a t./» € (0,00) szamot gy, hogy P(tpis o >
t.j2) = £/2. Ekkor megint vehetjiik elfogaddsi tartomanynak a [—t./s,t./5] intervallumot,

kritikus tartomanynak pedig ennek a komplementerét.

4.5. F—préba

Tegyiik fel, hogy a &1,&,...,& N (mg,of)-eloszldst, és az 0,1y, ..., m0 N (my,00)-

eloszlasu valészintiségi valtozok fiiggetlenek, ahol ag, 0,27, me €s m, is ismeretlenek.
Legyen

H, : ag = 0727 nullhipotézis,

Hy: o} #o; alternativa.

Tekintsik az
8*2
Fo=—2¢

*2
Sek

statisztikat. Ha a Hy nullhipotézis igaz, akkor a 2.4.1. Tétel alapjan

ey
(%%i) /(’f - 1)

23

F=

~ Fl*l,k*h



azaz F_y_1—eloszlasi. Legyen ¢ € (0,1) rogzitett. Valasszunk olyan 0 < ¢; < ¢
szamokat, hogy P(Fs_1 -1 < ¢1) = P(Fi_1 k-1 > ¢2) = ¢/2. Ekkor vehetjiik elfogaddsi tar-
toméanynak a [c1,¢y] intervallumot, kritikus tartoméanynak pedig ennek a komplementerét.
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