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1. Regularis nyelvek

1.1. Fogalmak, jelolések

El6szor bevezetiink néhany jelolést

Ekvivalenciarelacidkkal kapcsolatos alapfogalmak

Legyen A egy halmaz és p egy ekvivalenciareldcié A felett. Ekkor minden a,b € A
esetén roviden csak apb-vel jeloljiik azt a tényt, ha a és b p reldcidban vannak, vagyis
(a,b) € p. Tovibba, a/p-val jeloljikk az a-t tartalmazé ekvivalencia osztilyt, vagyis

a/p={be€ A|apb}.
Az a/p halmazt p-osztdlynak hivjuk. Tovdbbd, minden B C A esetén bevezetjik a
B/p={a/p|a € B}.

Példaul, a kovetkez6 dbran B/p a vastagabb vonallal jelzett négy osztdlybdl 4116 halmaz.

A

L)
L

fgy A/p az Gsszes p-osztalyok halmaza. Ha A/p véges, akkor azt mondjuk, hogy p véges
indexi.

Legyen ismét B C A. Azt mondjuk, hogy p szaturdlja B-t, ha B = |Jy,cb/p,
vagyis B a p azon osztilyainak egyesitése, melyeknek B-vel vald, metszete nem iires.
Megjegyezziik, hogy a fenti 4brin szerepl6 B-t nem szaturilja p.

1.1. Megjegyzés. Legyen A egy halmaz, tovabbd p és o ekvivalenciareldcidk A felett,
ugy, hogy p C 0. Ha p véges indexi, akkor o is véges indexii.

Bizonyitas. Mivel p C o, minden o-osztaly p-osztalyok egyesitéseként all eld, lisd az
alabbi dbrat. Igy ||A/al|| < ||A/p||-

Monoidok
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Félcsoportnak neveziink egy (M, -) rendezett part, ahol M egy halmaz, - : M x M —
M pedig egy M feletti kétvaltozds asszociativ miivelet. Ez utébbi azt jeneti, hogy
minden a,b,c € M estén a- (b-c) = (a-b)-c. A tovibbiakban, ha nem okoz félreértést,
akkor a - b helyett csak ab-t irunk. Egy M félcsoport monoid, ha van egységeleme,
vagyis van olyan e € M, hogy minden a € M-re ea = ae = a.

Legyenek M és N monoidok. Egy h : M — N leképezést homomorfizmusnak
neveziink, ha minden a,b € M-ra fenndll, hogy f(ab) = f(a)f(b). Megjegyezziik,
hogy az egyenlet jobb oldaldn N-beli szorzas 4ll.

Legyen M egy monoid, p € M x M pedig ekvivalenciarelacié M felett. p jobbkon-
gruencia, ha minden a,b,c € M-re apb = acpbc.

—

a

/ b
\

R

Legyen ismét M egy monoid, p C M x M pedig ekvivalenciarelacié M felett.
a) p kongruencia, ha Ya,b,c,d € M-re, ha apbés cpd = acpbd

Bl

| bd

b) p kongruencia, ha Va,b,c,d € M-re, ha apb = cad p cbd

cad
cbd

Konnyi beldtni, hogy a kongruencia két definiciéja ekvivalens.

Ha M monoid, p pedig kongruencia M-en, akkor M/p, az a/pb/p = ab/p miivelettel
ellitva ugyancsak monoidot alkot, melyet p dltal M -en meghatdrozott faktormonoidnak
neveziink. Tovibbd, a h(a) = a/p (a € M) 4ltal definidlt leképezés homomorfizmus lesz
M-b6l M/p-ba, mert h(ab) = h(ab/p) = h(a/p)h(b/p) = h(a)h(b).

Az is konnyen belathatd, hogy minden X 4bécé esetén X* monoidot alkot a konkatenacid,
vagyis a szavak egymds utdn irdsa miiveletre nézve. A konkatendcié egységeleme az &-
nal jelolt iires szé, hiszen minden z € X* esetén e = ex = z. A tovabbiakban igen
sokat foglalkozunk majd a ¥* monoiddal.



1. REGULARIS NYELVEK 5

Automatdak atmenetfiiggvényének kiterjesztése

Legyen M = (Q, %, 9, qo, F') egy (determinisztikus és teljes) automata. A ¢ dtmenetfiiggvényt
kiterjesztjik 0* : Q x ¥* — @ figgvénnyé a koévetkez6 mbdon:

(i) Minden g € @ &llapotra legyen 6*(q, \) = g,

(ii) Minden g € @ dllapot és x = ya € X* sz6 esetén (ahol y € X* és a € X) legyen
5*(q,2) = 6(6"(q,9), a).

Konnyen igazolhaté, hogy minden z,y € X* és g € Q esetén teljesil a §*(q, zy) =
6*(6*(g,2),y) egyenlSség.

1.2. Nerode és Myhill tételei

1.2. Definicid. Legyen Y egy abécé, L C ¥* pedig egy nyelv. Definidljuk py, reldciét
¥* felett a kovetkezOképpen: minden z,y € Y-ra

zpry akkor és csak akkor, ha Vz € X*:z2 € L < yz€ L

1.3. Lemma. p;, jobbkongruencia ¥* felett.

Bizonyitis. A pp ekvivalenciarelicié, mert reflexiv, szimmetrikus, tranzitiv. FEzen
tulajdonsigok konnyen ellen6rizhetok.

Most megmutatjuk, hogy pr jobbkongruencia is. Vegyuk evégett az z,y € ¥* szavakat
ugy, hogy z pry, és vegyiink egy tetszbleges z € ¥*-ot. Megmutatjuk, hogy ekkor
zz pr yz. Vegylunk ennek érdekében egy tovdabbi u € ¥* szét. Az x pr, y-bdl kovetkezik,
hogy z(zu) € L <= y(zu) € L. A szavak konkatendldsdnak asszociativitdsa miatt ez
ekvivalens az (zz)u € L <= (yz)u € L Osszefiggéssel. Tehdt x pr, y-b6l kovetkezik,
hogy zz pr, yz, igy pr jobbkongruencia. O

A pr-et az L dltal meghatdrozott szintaktikus jobbkongruencidnak nevezzuk.

1.4. Lemma. Minden L C ¥*-ra py, szaturdlja L-et.

Bizonyitas. Vegyiink z,y € ¥* szavakat, melyek ugyanazon pj osztilyban vannak,
vagyis melyekre teljesil x pr,y. Ekkor minden z € ¥*ra zz € L <= yz € L.
Hasznalva ezen feltételt a z = € szora kapjuk, hogy x € L <= y € L. Vagyis pr
minden osztalyara igaz, hogy vagy részhalmaza az L-nek, vagy az L-lel valé metszete

tires. Tehdt L = |J z/pr. 0
€L
Most bebizonyitjuk Nerode tételét.

1.5. Tétel. (Nerode tétele.) Minden L C ¥* nyelv esetén a kovetkezé hdrom 4llitds
ekvivalens:

(1) L felismerhet6 automatdval.
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(2) Van olyan véges indexii jobbkongruencia ¥* felett, amely szaturdlja L-et.
(3) A pr, jobbkongruencia véges indexii.

Bizonyitds. Elészor is megjegyezziik, hogy a (3) = (2) 1épés kovetkezik az 1.4.
Lemmabdl. Mi azonban egy masik utat kovetiink a bizonyitassal.

1. lépés: (1) = (2). Tételezziik fel, hogy L = L(M), ahol M = (Q,%,9,qo, F) egy
automata. Definidljuk p reliciét X* felett a kovetkezéképpen: minden z,y € X*-ra
legyen zpy akkor és csak akkor, ha 6*(qg,x) = 0*(qo,y).

Megmutatjuk, hogy p véges indexii jobbkongruencia. Az, hogy p ekvivalenciarelacid,
nyilvadnvalé. Mutassuk meg, hogy jobbkongruencia is. Vegyuk evégett az z,y € X*
szavakat, melyekre xpy, azaz §*(qo, z) = §*(qo,y) és legyen z € ¥*. Akkor

6" (g0, zz) = 0%(6" (90, %), 2) = 67(0"(q0,¥), 2) = 0"(q0,2),

ami azt igazolja, hogy zzpyz. Tehit p jobbkongruencia.

Most megmutatjuk, hogy p véges indexii. Definidljuk ¥*/p-nak Q-ba valé leképezését
ugy, hogy az z/p elemhez rendeljiik hozzd a 0*(qp,z) 4llapotot. Az igy definidlt
leképezés injektiv, mert ha 0*(qo,z) = 6*(qo,y), akkor definiciés szerint zpy, vagyis
z/p = y/p. Ha viszont a leképezés injektiv, akkor ||2*/p|| < ||Q||, ami azt jelenti, hogy
p véges indexi.

Végil, mivel L = J(z/p|6*(q0,x) € F), azt kapjuk, hogy p szaturélja L-et.

2. lépés: (2) = (3). Tegyiik fel, hogy a X* feletti p véges indexii jobbkongruencia
szaturdlja L-et. A 1.1. Megjegyzés értelmében elegend6 megmutatni, hogy p C pr..

Legyenek evégett z,y € ¥* olyanok, hogy xpy és legyen z € ¥*. Akkor zzpyz, mivel
p jobbkongruencia. Tovabbd, mivel p szaturdlja L-et az zz € L tartalmazas akkor és
csak akkor teljesiil, ha yz € L, vagyis zpry. Kovetkezésképpen p C pr.

3. lépés: (3) = (1). Tegyiik fel, hogy pr, véges indexii. Megmutatjuk, hogy ekkor L
felismerhet6.

Ezt ugy érjuk el, hogy definidlunk egy olyan Mj, automatdt, melyre L = L(My).
Legyen M, = (3*/pr, 3,05, pr,L/pL). Az automata nyilvidnvaléan véges, mivel py,
véges indexi és igy ¥*/pr is véges halmaz.

A 67 dtmenetfiiggvényt a kovetkezOképpen definidljuk: minden z € ¥* és a € X
esetén legyen 01 (z/pr,a) = za/pr. Ekkor §p jéldefinidlt, mivel, ha z/p; = y/pr,
akkor

or(z/prL,a) = =za/prL (definici6 szerint)
ya/prL (mivel pr, jobbkongruencia)
= dr(y/pL,a) (definicib szerint).

Az y szd hossza szerinti indukciéval bizonyithatd, hogy minden z,y € X* esetén
07 (z/pL,y) = zy/pr teljesiil. Jeldljik ezt az allitast f-rel.
Igy az L = L(My,) egynléség a kovetkezéképpen igazolhaté: minden z € ¥*-ra
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z € L(My) <= 6;(M\pr,z) € L/p, (definicié szerint)
< z/pL € L/pyL (az el6bbi T megjegyzés miatt)

<~ «z€L (mivel pr, szaturdlja L-t, 14sd 1.4. Lemma).
O

Tulajdonképpen azt is megmutattuk, hogy pr, a legbévebb kongruencia, amely szaturalja
L-et. Ezt a kovetkezd formdban mondjuk ki.

1.6. Kovetkezmény. Legyen L C ¥.* egy nyelv és legyen p egy olyan jobbkongruencia,
amely szaturdlja L-et. Ekkor p C py.

Bizonyitas. Kozvetleniil adodik az 1.5. Tétel masodik 1épésének bizonyitasabol. O

Most ratériink Myhill tételének bizonyitasara.

1.7. Definicié. Legyen L C ¥* egy tetszOleges nyelv. Definidljuk a ¥* feletti 61
reldciét a kovetkezOképpen: minden z,y € 3* esetén zfry akkor és csak akkor tel-
jesiiljon, ha minden u,v € ¥* széra urv € L < uyv € L. O

Rutin szamoldssal igazolhatd, hogy 61 kongruencia ¥* felett, a bizonyitds ugyantgy
megy, mint annak igazoldsa, hogy pr jobbkongruencia, lasd 1.3. Lemma. Ugyancsak
igazolhatd, hogy 0, szaturilja L-et.

1.8. Lemma. Minden L C ¥* esetén 0j, szatrurdlja L-et.

Bizonyitas. Legyen z,y € ¥*, melyekre x0ry. Akkor minden u,v € ¥*-ra uzv € L

akkor és csak akkor, ha uyv € L. Alkalmazva ezt u = v = e-ra, kapjuk, hogy = € L

akkor és csak akkor, ha y € L. fgy # minden osztilya vagy részhalmaza L-nek vagy az

ala-lel valé metszete iires. Ezért L = (J,c;, z/0L, tehat 0 szaturdlja l-et. O
Most mar be tudjuk bizonyitani a Myhill tételt.

1.9. Tétel. (Myhill tétele.) Minden L C ¥* estén a kivetkez$ harom dllitds ekvivalens:
(1) L felismerhet6 automatdval.
(2) van olyan véges indexii kongruencia ¥* felett, amely szaturdlja L-et.
(3) A 01, kongruencia véges indexii.

Bizonyitds. Megjegyezziik, hogy a (3) = (2) 1épés most is kovetkezik a 1.8. Lemmabol.

1. lépés: (1) = (2). Tegyik fel, hogy L felismerhet8, vagyis L = L(M) valamely
M = (Q,%,0,q, F) automadra. Definidljuk a 6 reliciét X* felett a kovetkezOképpen:
minden z,y € X* esetén z0y akkor és csak akkor teljesiiljon, ha minden ¢ € ) dllapotra
6*(g,z) = 6*(q, ).

El6szor megmutatjuk, hogy 6 véges indexli kongruencia ¥* felett.

Az, hogy 0 ekvivalenciarelacié, nyilvanval6. Megmutatjuk, hogy kongruencia is.
Legyen evégett xz,y € X* két olyan sz6, melyre zfy, vagyis minden ¢ € @ allapot
estén 6*(q,z) = 0*(q,y). Legyen u,v € ¥* és q € Q. Akkor

6" (g, uzv) = 6*(6*(0* (g, u), x),v) = 6" (6" (0" (g, u), y),v) = 6" (g, uyv),



1. REGULARIS NYELVEK 8

ami azt jelenti, hogy uzvluyv, kovetkezésképpen 6 kongruencia.

Az, hogy 0 véges indexii, a kovetkezOképpen lithaté be. Minden z € 3 *-ra definidljuk
a pz : Q@ — Q leképezést gy, hogy minden g € Q-ra legyen ¢,(q) = §*(¢,z). Akkor
z8y-bol kovetkezik, hogy ¢, = ¢, és igy a 0-osztdlyok szdma legfeljebb annyi mint a
Q-bdl Q-ba vald leképezések szdma, ami nyilvinvaléan véges szam (pontosan ||Q||II9").
fgy azt kaptuk, hogy 0 véges indexi.

Végiil, mivel L = |J(z/0|6*(qo,x) € F), azt is beldttuk, hogy 6 szaturdlja L-et.

2. lépés: (2) = (3). Tegyiik fel, hogy 6 egy véges indexii kongruencia, amely szaturilja
L-et. A 1.1. Megjegyzés miatt elegend6 igazolni, hogy 6 C 6.

Vegyiik evégett az z,y € X* szavakat, melyekre 20y és legyen u,v € ¥* tovdabbi két
tetszbleges szé. Ekkor uzvfuywv, mivel € kongruencia. Tovabba, mivel 8 szaturdlja L-et,
az is igaz, hogy uzv € L akkor és csak akkor teljesil, ha uyv € L. Tehat 0y, ami
bizonyitja, hogy 6 C 67,.

3. lépés: (3) = (1). Tegytk fel, hogy 01, véges indexii.

Megmutatjuk, hogy L felismerhetd, azaz megadunk egy M automatat, melyre L =
L(Mp). Legyen My = (X*/61,%,6r,A/0,L/01). Ekkor ¥*/6;, véges, mivel 01, véges
indexii.

A 41 atmenetfiggvényt gy definidljuk, hogy minden z € ¥* és a € ¥ esetén
0r.(z/0r,a) = za/0r. Ekkor 01 jéldefinidlt, mivel 07 kongruencia és igy jobbkon-
gruencia is, lasd a 1.5. Tétel bizonyitasat .

Az y sz6 hossza szerinti indukciéval igazolhaté, hogy minden z,y € X*-ra ¢} (z/01,y) =
zy/0, teljesul. Jeloljik ezt az 4llitdst f-rel.

Mindezek ismeretében az L = L(M}) egyenl8ség a kovetkezd szdmoldssal adédik:
minden z € ¥*-re

z € L(Mp) iff 07(\60r,z) € L/0r (definicié szerint)
iff z/0, € L/0; (az el6bbi T megjegyzés szerint)

iff zelL (mivel @r, szaturdlja L-et).
a

1.10. Kovetkezmény. Legyen L C X* egy nyelv és tegyiik fel, hogy 6 kongruencia
szaturdlja L-et. Ekkor 6 C 6r.

Bizonyitas. Lasd a 1.9. Tétel masodik 1épésének bizonyitdsat. O

1.3. Automatdk minimalizaldsa

Ebben a fejezetben a kovetkezékkel foglalkozunk. Adott L C ¥* felismerhet6 nyelv

esetén legyen K; = {M | M automata és L(M) = L}. Ky, elemei koziil a minimélis
allapotszdamu érdekel benniinket. Kérdezziik, hogy mi az Osszefiiggés a Kr-ben levd
minimalis dllapotszami automatak koz6tt? Meg fogjuk mutatni, hogy izomorfak egymassal,
més szdval a K-ben 1év6 minimadlis automata izomorfizmus erejéig egyértelmiien meghatarozott.
Tovabba, algoritmust adunk a Kj-ben 1évé minim4lis automata meghatarozasara.
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1.3.1. A minimadlis automata egyértelmiiségének bizonyitasa

1.11. Definicié. Legyenek M = (Q,%,4,q0, F) és M' = (Q', %, ¢, ¢}, F') automatik
és ¢ : Q — Q' egy leképezés. A ¢ homomorfizmus M-b6l M'-be, ha teljesiilnek a
kovetkezé feltételek:

(1) Vg € Q, a € X: ¢(d(g,a)) = &'(¢(q), a),

(3) ¢ '(F) =F.

ﬂ —N ﬂ—a
Ha ¢ raképezés, akkor azt mondjuk, hogy M’ az M homomorf képe. Ha ¢ bijekcio,

akkor izomorfizmusnak hivjuk és azt mondjuk, hogy M és M' izomorfak, jele M = M'.
O

1.12. Megjegyzés. Bizonyithatd, hogy (1) tulajdonsig nemcsak egy a € ¥ input sz-
imbélumra, hanem tetszlleges © € ¥* szdra is teljesill: minden g € @ allapot esetén
0(0*(g,z)) = 0™ (p(q), x). A bizonyitds z hossza szerinti indukciéval végezhetd el. Ezen
tényt szemlélteti az alabbi 4bra is:

r=ai---Qn
q v(q)

| Ja
a2i | iaz

- ¥

- @

an |, | an

5*(g,x)  »(6*(g,2)) = 0" (p(q), x)
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M = (Q,%,0,q0, F) esetén bevezetjikk a 6*(q,z) = gz jelolést. qzps tehdt az az
allapot, melybe az M automata a g allapotbdl az = sz6 hatdsdra keriill. Ha nem okoz
félreértést, akkor a gzps jelolésb6l M-et is elhagyjuk helyett és egyszeriien csak qz-
et frunk. gy az 1.12. megjegyzésben szerepls o(6*(q,z)) = 6™(p(q),z) egyenldséget
egyszerlien p(qzy) = ¢(q)zpr alakban irhatjuk.

Megjegyezziik, hogy amennyiben M 0sszefiiggd, vagyis minden allapota elérhetd a
kezdballapotbdl, akkor legfeljebb egy homomorfizmus 1étezhet M-bSl M'-be. Valéban,
ha M Gsszefiiggd, akkor minden allapota gox s alaki és ezen allapot ¢(qozas) képe meg
kell, hogy egyezzen ¢(qo)x p7-mel.

1.13. Lemma. Legyenck M = (Q,%,6,q0,F) és M' = (Q',%,¢,q), F') automatdk.
Ha van homomorfizmus M-b8l M'-be, akkor L(M) = L(M').

Bizonyitds. Legyen ¢ : Q — @' homomorfizmus M-bdl M'-be. Ekkor minden z € ¥*-
ra:

z€L(M) <= quzm€EF (definicié szerint)
<~ ¢(qozpr) € F' (mivel o }(F') = F)
< (q)rym € F' (1.12. Megjegyzés)
=  qrm €F (mivel v(g0) = gp)
<~ zeL(M) (definici6 szerint).

1.14. Tétel. Legyen L C ¥* egy felismerheté nyelv.

1) M, = (%*/pr,%,01,¢/pr,L/p1) az L-et felismerd minimdlis dllapotszdmii au-
tomata, ahol py, az L szintaktikus jobbkongruencidja.

2) Az L-et felismer$ minimalis automata izomorfizmus erejéig egyértelmiien meghatdrozott.

Bizonyitas.

1) bizonyitdsa. A 1.5. Tétel harmadik 1épésének bizonyitdsakor mdr lattuk, hogy
az My, L-et ismeri fel, azaz L = L(My). Most megmutatjuk, hogy My minimdlis
allapotszamu az L-et felismer6 automatik kozott. Vegyiink evégett egy tetszdleges
M = (Q,%,9,q, F) automatét, melyre ugyancsak L = L(M) és mutassuk meg, hogy
1=+ /pell < 1l

A bizonyitas gy torténik, hogy bevezetink egy harmadik M’ automatdt, mely ugyanc-
sak L-et ismeri fel, és megmutatjuk ||X*/pr|| legfeljebb annyi mint M’ 4llapotainak a
szdma, ez utébbi pedig legfeljebb ||Q)||.

M' megadésa végett definidljuk a p relaciot X* felett a kovetkez6képpen: zpy akkor és
csak akkor, ha gox = qoy. A 1.5. tétel els6 1épésének bizonyitdsakor mar lattuk, hogy p
véges index{i jobbkongruencia, mely szaturdlja L-et. Legyen M' = (X*/p, %,d",¢/p, L/p),
ahol ¢'(z/p,a) = za/p.

Definidljuk a ¢ : 3*/p — @ leképezést oly médon, hogy minden z € ¥*-ra ¢(z/p) =
goz. Megmutatjuk, hogy ¢ injektiv homomorfizmus M'-bél M-be. Valéban:

e minden z € ¥*-re,

¢(0'(z/p,a)) = p(za/p) = qo(za) = 6(qow,a) = (¢(z/p), a);
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* o(e/p) = g0 = qo;
e minden z € ¥*-re,
gr€F << z€L (definici6 szerint)
< z/peL/p (mivel p szaturdlja L-et),
tehat =1 (F) = L/p;

e ¢ injektiv, mivel minden z,y € ¥*-ra, ha ¢(z/p) = p(y/p), akkor qoz = qoy (a ¢
definicidja szerint), tehdt zpy vagy maés széval z/p = y/p (a p definicidja szerint).

Tehdt bebizonyitottuk, hogy L(M) = L(M') és ||Z*/p|| < ||Q||. Mésrészt, mivel p
szaturdlja L-et, az 1.6. Kovetkezmény miatt teljesul a p C pr tartalmazas, amibdl
kapjuk, hogy [|2*/pzl| < [IZ*/pll.

A két egyenl6tlenséget osszerakva kapjuk, hogy

1Z* /L]l < 1157 /pll < 111,

vagyis, hogy M, minimdlis dllapotszdmu az L-et felsimerd automatdk kozott.

2) bizonyitisa Megmutatjuk, hogy béarmely, L-et felismeré minimdlis dllapotszdmu
automata izomorf Mjp-lel. Legyen evégett M egy minimadlis allapotszdmi L-et fe-
lismer§ automata. Mivel M minimdlis dllapotszdmu, az 1) részben kapott hirmas
egyenlStlenség ||2*/pr|| = ||Z*/p|| = ||Q]| alakot 6lt. Kovetkezésképpen p = pr, és igy
M' = My, Tovabbé, mivel ||Z*/p|| = ||Q||, az 1) részben szerepld ¢ injektiv homomor-
fizmus sziirjektiv (rdképezés) is. Tehdt M’ és M izomorfak, amibdl kapjuk, hogy M|,
és M szintén izomorfak. O

1.3.2. A minimadlis allapotszamu automata algoritmikus meghatarozasa

Kongruencia automatakon

1.15. Definicié. (a) Legyen M = (Q,%,d,qo, F) egy automata és p C Q X Q egy
ekvivalenciarelacié M-en. p kongruencia M-en, ha

(1) Vp,q € @, a € 3-ra ha p pq akkor d(p,a) pd(q,a).

P
b \

. Q
G

(2) p szaturdlja F-et, azaz Vp,q € Q-ra ha ppq akkor p € F <= g € F.
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(b) Legyen M = (@, X, 4, qo, F') egy automata, p pedig kongruenciarelicié M-en. M -nek
a p dltal meghatdrozott faktorautomatdja a kovetkez6 automata: M/p = (Q/p,3,8,,90/p, F/p),

ahol 0,(q/p,a) = 6(q,a)/p.
el
\IE

-

F

=g
)

O
Konnyen beldthaté, hogy a fenti definiciéban szerepl6 J, &tmenetfiiggvény joldefinialt,
mert p kongruencia.

1.16. Lemma. Legyen M = (Q,%,6,qo, F') egy automata, p pedig egy kongruencia-
reldcié6 M-en. Akkor M/p az M homomorf képe.

Bizonyitds. Definidljuk a ¢ : @ — Q/p leképezést ugy, hogy minden g € Q-ra ¢(q) =
q/p-

o ™\
| )r
v L/

Q Q/lp

Nyilvdnvalé az, hogy ¢ szirjektiv. Megmutatjuk, hogy ¢ homomorfizmus is:
* Vg€ Q,a € Xra ¢(d(g,a)) = 0p(¢(q),a), mert

¢(6(g,a)) = d(g,a)/p = 6,(q/p,a) = 6,(v(q), a).

* ©(q0) = qo/p-

o p (F') = F teljesiil, mert p szaturalja F-et.

1.17. K6vetkezmény. Legyen M = (Q,%,0,qo, F) egy automata, p pedig egy kon-
gruenciareldcié M-en. Akkor L(M) = L(M/p).

Bizonyitas. Kovetkezik az 1.16. és 1.13. Lemmakbdl. O

Most bevezetiink egy partikularis kongruenciat az M automatan.

1.18. Definicié. Legyen M = (Q, %, 0, qo, F) egy automata. Definidljuk pps C Q x Q
relaciét a kovetkezOképpen: Vp,q € @Q-ra ppprq akkor és csak akkor teljesiiljon, ha
minden x € X* esetén px € F < qr € F.
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Q-F

automata és p € @ dllapot esetén legyen M, = (Q, %, 6, p, F'). Marmost Vp,q € @Q-ra
alljon fenn p pps q akkor és csak akkor, ha L(M,) = L(M,).) O

1.19. Megjegyzés. pjps kongruencia M-en.
Bizonyitas.
+ Nyilvanvald, hogy pas ekvivalencia relacié.

+ Megmutatjuk, hogy ha ppus g, akkor Va € X-ra d(p,a) pap 6(¢g,a). A bizonyitds
indirekt: tegytik fel, hogy pparq és van olyan a € ¥, hogy d(p,a) nincs pur
reliciéban d(q, a)-val. Akkor van olyan z € ¥*, melyre (pa)z € F < (qa)z ¢ F.
Akkor viszont p(az) € F <= q(az) ¢ F, mert p(az) = (pa)z és q(az) = (qa)z,
ami ellentmondas, mert p pas q.

+ Megmutatjuk, hogy pps szaturdlja F-et. Legyen evégett p pprq. Akkor minden
T € X* esetén pxr € F & qr € F. Ezt alkalmazva x = e-ra, kapjuk p € F < g €
F'. Tehéat p minden osztalya vagy részhalmaza F-nek vagy az F-fel valé metszete
ires.

a

1.20. Definicié. Egy M automatdt redukdlinak neveziink, ha pjs az egyenléség relicid
(azaz ppr minden osztalydban pontosan egy elem van). O

Nyilvanvalé az, hogy minden minimélis dllapotszdmu automata redukalt. (Ha ugyanis
puy nem az egyenléség relicid, akkor az M/pjps automaténak kevesebb dllapota van mint
M-nek, ugyanakkor a 1.17. Kovetkezmény értelmében M és M /pp ugyanazt a nyelvet
ismerik fel.)

1.21. Definicié. Legyen M = (Q,X,0,qo, F) egy automata. M dsszefiigg része az
M =(Q',%,¥,q0, F') automata, ahol

o Q' ={qz|zeX,
e F'=FNQ,
e §'(p,a) = §(p,a) minden p € Q'-re.
M osszefiiggé, ha M = M'. |

Nyilvanvald, hogy ha M’ az M Osszefuggd része, akkor L(M) = L(M'). Ugyancsak
nyilvanvalé, hogy ha M minimalis, akkor osszefiggo.
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1.22. Tétel. Legyen L C X* felismerhetd nyelv és legyen M = (Q,X%,4,qo, F) egy
automata, melyre L = L(M). Legyen M' = (Q',X,0’,q,, F') az M Jsszefiiggl része.
Akkor

M [pyr = (Q'[pmrs 2,8, o/ paas F' [ paar)

az L-et felismeré minimalis dllapotszamiu automata.

Bizonyitas. El6szor is megjegyezziik, hogy a 1.17. Kovetkezmény értelmében L =
L(M'/par)-
A kovetkezékben megmutatjuk, hogy M'/ppr minimélis. Indirekt bizonyitdst adunk.
Tételezziik fel tehdt, hogy M'/ppr nem minimélis, azaz van egy tovabbi M; =
(@1,%,61,q1, F1) automata, melyre ugyancsak L(M;) = L, de ||@Q1]] < ||Q'/pr]l-
Mivel M' 6sszefiiggd, M'/pyr ugyancsak Osszefiiggs. fgy minden g/ppr dllapothoz
taldlhaté olyan z szé amire (gy/pmr)r = q/pamr. Tekintsiik minden ilyen z-re a ¢z
allapotot M;-ben.
Mivel ||Q1]]| < ||Q'/par]l, kell, hogy legyen két olyan z és y sz6, melyekre

(q0/prer)z = qoz/par # aoy/pmr = (ao/par)y €8 @1z = quy.
Mivel M'/pap redukdlt, van egy olyan z € 3* sz6, melyre

(qoz/pmr)z = qyzz/pamr = (qo/par)zz € F' [ ppp

akkor és csak akkor, ha
(q0y/pmr)z = aoyz/pmr = (a0/ prar)yz & F' [ o

Ez utébbi azt jelenti, hogy zz € L(M'/parr) akkor és csak akkor, ha yz & L(M'/pur),
vagyis, ha az xz és yz szavak koziil pontosan az egyik van L(M'/py)-ben.

Madsrészt viszont, g1z = ¢y miatt kapjuk (¢12)z = (q1y)2, azaz q1(zz) = q1(yz), ami
azt jelenti, hogy zz € L(M;) akkor és csak akkor, ha yz € L(M;). Més széval, az xz és
yz szavakra igaz, hogy vagy mindkettd L(M;)-ben van vagy egyik sincs benne. Ez pedig
ellentmondds, mivel L(My) = L(M'/pnr), kovetkezésképpen M’ /ppr is minimélis. O

1.23. Kovetkezmény. Minden M = (Q, X, 4, g, F') automata esetén My = M'/ppy.

Bizonyitas. Kovetkezik az 1.14. és 1.22. Tételekb6l. O

Most megadunk egy olyan algoritmus, mely egy Osszefiiggé M automata ismeretében
kiszamitja ppr-et.

1.24. Algoritmus. pjs kiszdmitasa.
Input M = (Q, %, 6, qo, F') Osszefiggh automata.
Output pps kongruencia reldcié.

Moddszer Kozelitjik pa-et a pg, p1,--., @ feletti relacidkkal.
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(i) Legyen py a kovetkezd: minden p,q € Q-ra, ppog akkor és csak akkor teljestil, ha
peEF < g€ F. Legyen 1 = 0.

(ii) Legyen p;11 a kovetkezd: minden p, g € Q-ra, pp;+1q akkor és csak akkor teljestil,
ha pp;q és minden a € ¥-ra, §(p,a)p;0(q, a).

(iii) Ha p; = pi+1, akkor allj, kiilonben legyen i = i 4+ 1 és menjiink (i)-ra.
O

1.25. Lemma. Az 1.24. algoritmus minden M esetén terminél (megdll) és pps-et szdmitja
ki.

Bizonyitas. Mivel pg 2 p1 2 ... ,=", van olyan ¢ > 0, melyre p; = p;+1, ezért az 1.24.
algoritmus mindig termindl.

El6szor bebizonyitjuk, hogy ha p; = p;y1 valamely i-re, akkor p;11 = pito = ...
is teljesiil. Indirekt bizonyitist adunk, evégett felteszziik, hogy p; = pi+1 és pi+1 D
pitra- Akkor van két olyan p,q € @ allapot, melyekre pp;11q, ugyanakkor nem teljestil
ppi+2q. Ez utdbbi azt jelenti, hogy van olyan a € ¥ szimbdlum, melyre nem teljestil
0(p,a)pi+10(g,a). Mivel p; = piy1, szintén nem teljesil §(p,a)p;d(q,a), tehdt nem
teljesil pp;+1q sem. Ellentmondas, mivel feltevésunk szerint pp;1q.

Legyen ig a legkisebb olyan szdm, melyre p;, = p;,+1. Megmutatjuk, hogy p;, = par.
Ehhez sziikségiink van a kovetkezd dllitasra.

Allitds: Minden 1,1 > 0 egész szam, p,q € Q 4llapot és z € £* sz6 esetén, melyre |z| =1,
a pp;+19 relaciobdl kovetkezik, hogy pzp;qz.

Az dllitas bizonyitdsa: 1 szerinti indukci6. Ha [ = 0, akkor z = ¢, igy pp;+0g-bdl
kovetkezik, hogy pep;qge.

Most tegyuk fel, hogy az allitas [-re teljesiil. Legyen evégett z = av € ¥*, melyre
|v| =1 (tehdt |z| = 1+1) és tegyiik fel, hogy pp;1;+19. Akkor, a p;1 ;41 definiciéja miatt,
pap;riqa szintén teljestil, amibél az indukcié feltevés miatt (pa)vp;(ga)v kovetkezik.
Mivel (pa)v = p(av) = pz és (qa)v = q(av) = qz, kapjuk, hogy pzp;qz.

Végiil megmutatjuk, hogy p;, = pum.

A pi, C pum tartalmazds bizonyitdsival kezdjik. Tegyik fel, hogy ppi,q. Legyen
z € X* egy tetszbleges szd, melyre |z| = [. Mivel pi, = pig+i, & Ppiy+1q relacié
szintén teljesul, ahonnan az imént bebizonyitott allitds szerint kapjuk, hogy pzp;,qz.
Ez utobbibdl, a py O p;, tartalmazas miatt pzpogz kovetkezik. Ez, a pg definicidja
szerint azt jelenti, hogy pz € F' <= gz € F. Mivel z egy tetszlleges sz6 volt, pprrq.

A forditott irdnyu ppr C p;, tartalmazas bizonyitasa végett elegendé megmutatni a
kovetkezét: minden p,q € @ és © > 0, ha nem teljesul pp;q, akkor nem teljesil ppprq.
Ezb utébbit ¢ szerinti indukciéval bizonyitjuk be.

1 = 0 eset: Ha nem teljesil ppog, takkor p € F < ¢ ¢ F, ami szerint nem teljestl
pPMY-

i = i + 1: Tegyiik fel, hogy nem teljesil pp;+1q. Akkor vagy nem teljesil pp;q vagy
(ppig és van olyan a € X, melyre nem teljesil pap;qa). Az els§ esetben az indukcié
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feltevés szerint nem teljesil pparq. Az masodik esetben, ugyancsak az indukcié feltevés
szerint nem teljesil papprqa, tehdt van olyan z € X* sz6, melyre (pa)z € F <~
(ga)z ¢ F. Mivel (pa)z = p(az) és hasonléan (qa)z = q(az), kapjuk, hogy p(az) €
F < q(az) ¢ F, ami azt jelenti, hogy nem teljesil pparq.

Ezzel a lemma bizonyitdsit befejeztiik. O

1.4. Automatak kisér6 monoidjai, felismerhet6 nyelvek jellemzése monoidokkal

Tetszéleges @ halmaz esetén a Q9 = {f | f leképezés Q-bdl Q-ba } monoid lesz, melynek
szorz &s miiveletét a kovetkez8képpen definidljuk: minden f,g € Q9 és g € Q esetén,
f-g(q) = g(f(q)). Nyilvdnvalé, hogy Q% egységeleme a @ feletti identikus leképezés
lesz.

Egy M = (Q,%,0,qo, F) automata dtmenet monoidjit (vagy leképezés monoidjat) a
kovetkezdképpen definidljuk. Minden z € ¥* sz6hoz rendeljitkk hozzd az f, : Q — Q
leképezést, melyet gy definidlunk, hogy minden g € Q-ra legyen f,(q) = gz. Legyen

1.26. Lemma. Minden M = (Q, X, d, qo, F) automata esetén Ty a Q% részmonoidja.

Bizonyitas. Bebizonyitjuk, hogy Ths zart a - miiveletre. Legyen evégett z,y € 3*.
Akkor minden ¢ € Q-ra,

(fz - fy)(@) = fy(fz(@) = fylqz) = (qz)y = q(zy) = fay(q).

Tehdt f; - fy = fzy- Ugyancsak konnyen ldthatd, hogy f. a Ths egységeleme. O

1.27. Definicié. A Th; monoidot M dtmenet monoidjinak (vagy leképezés monoidjinak)
nevezzuk.

1.28. Megjegyzés. Tetszbleges M = (Q,%,d,qo, F) automata esetén a ¢(z) = f;
altal definidlt ¢ : ©* — Q¥ leképezés ¥*-bél Q@-ba, térténd homomorfizmus. Tovabba,

Most bevezetiink egy masik monoidot.

1.29. Definicié. Tetsz6leges L C X* esetén a ¥* /01, monoidot L szintaktikus monoidjinak
nevezzuk.

Egy adott M automata esetén szoros kapcsolat van M dtmenet monoidja és L(M)
szintaktikus monoidja kozott. Ezt fejezi ki a kovetkezd tétel.

1.30. Tétel. Legyen M = (Q, %, 6, qo, F') egy automata és L = L(M). Ekkor Sy, a T
homomorf képe. Tovabba ha M minimalis, akkor S;, = T);.

Bizonyitds. a) Vegyiikk a ¢ : Tay — Sp leképezést, ahol Vz € E*-ra ¢(f;) = z/0.
Megmutatjuk, hogy ¢ sziirjektiv homomorfizmus. Legyen z,y € ¥*, akkor:
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o(fe - fy) = ©o(fay) (szorzds Ths-ben )
= zy/br (¢ definiciéjabdl)
= z/0-y/0L (szorzds Sp-ben)
= o(fs)-o(fy) (o definici6jabol).

Tehat ¢ homomorfizmus. Tovdbbd, minden z € Y*-ra: x/0r, € Sr, 6se fr € T, ezért
@ szurjektiv.

OX®

b) A tovdbbiakban megmutatjuk, hogy amennyiben M minimdlis, igy ¢ még injektiv
is (tehdt izomorfizmus).

Tegyiik fel tehdt, hogy M minimadlis és vegyiink z,y € ¥* szavakat ugy, hogy ¢(f;) =
¢(fy).- Megmutatjuk, hogy f; = fy, vagyis, hogy minden ¢ € Q-ra f(q) = fy(q)-

Legyen evégett ¢ € Q. Mivel M minimalis, tehat Osszefuggd, van olyan u € X*,
melyre ¢ = qou. Igy fz(q@) = (gou)z = gouz és hasonléan fy(q) = gouy. Mésrészt,
mivel ¢(fy) = @(fy), az /0 = y/01 egyenlbség is teljesiil. Igy minden v € T*-re,
uzv € L akkor és csak akkor, ha uyv € L, ami masképp irva azt jelenti, hogy minden
v € X*-re, (qouz)v € F akkor és csak akkor, ha (gouy)v € F. Tehat (qouz)pn(qouy)-
Mivel M minimélis, igy redukalt is, tehdt qouz = qouy, azaz fy(q) = fy(q). Kaptuk,
hogy f; = fy azaz, hogy ¢ injektiv.

Ezzel a tétel bizonyitasit befejeztik. O

Most megadjuk a felismerheté nyelvek monoidokkal torténd jellemzését.

1.31. Tétel. Tetszbleges L C ¥* nyelv esetén a kovetkezs harom &llitas ekvivalens:
(1) L felismerhetd
(2) Si véges

(3) Van olyan N véges monoid, ¢ : ¥* — N homomorfizmus, és egy B C N, hogy

a7 (o

N véges

Bizonyitds. (1) = (2) : Mivel Sy, akkor és csak akkor véges, ha 0, véges indexii, az
allitas kovetkezik a 1.9. Tételbél.

(2) = (3) : Tegyiik fel, hogy S véges. Legyen N = S; = ¥*/0; és B = L/6;.
Tovébba definidljuk a ¢ : £* — X*/0 leképezést a ¢(z) = z/0L egyenlettel. Ez a
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¢ homomorfizmus és, mivel 6, szaturdlja L-et, (ldsd 1.8. Lemma) kapjuk, hogy L =
¢ 1(B).

(3) = (1) : Tegyiik fel, hogy van egy véges N monoid, egy ¢ : ¥* — N homomorfiz-
mus és B C N melyekre L = ¢~ !(B).

Definidljuk az M = (N, %, 6,1, B) automatét, ahol 1 az N egységeleme, a ¢ dtmenetfiiggvény
pedig a kovetkezd: minden g € N-re és a € ¥-ra, 6(q,a) = q- p(a). (Itt - az N-beli
szorzast jeldli.)

Koénnyen igazolhatd, hogy ekkor minden z € ¥*-re, §*(q,z) = q - ¢(z). (z hossza
szeritni indukcid.)

Végiil bebizonyitjuk, hogy L = L(M). Valéban, minden x € ¥*-re:

z € L(M) <= 6 (1,z) € B (definici szerint)
< 1-¢p(z) € B (a fenti megjegyzés miatt)
< p(zr)€eB (1 egységelem N-ben,)
tehat L felismerhetd. O

1.5. Felismerheto6 nyelvek jellemzése masodrendii logikai formuldkkal

Legyen ¥ egy 4bécé, és tekintsitk a < kétvaltozds és a {Q, | a € X} egyviltozds
reliciészimbdélumokat. A < és a {Q, | a € T} reldciészimbolumokbdl és valtozokbol a
logikdban megismert médon logikai formuldkat épithetiink fel.

Péld4ul legyen ¥ = {a, b}, ekkor ¢ = JzTy(z < y) egy formula.

Miésrészt, minden w = aq ...a, € ¥* sz6 meghatdroz egy A, = ({1,...,n}, <,{Qa |
a € ¥}) struktirdt, ahol az 1, ..., n szdmok w-beli pozicidkat jelentenek, a < és minden
a € Y-ra a @, pedig egy egyvaltozds relacid, melyeket a kovetkezdképpen értelmeziink
az {1,...,n} felett:

- < : kisebb reldcié

- minden a € ¥-raési € {1,...,n}re: Qu(i) =1 <= a; =a.
Példak: ¥ = {a,b} esetén,

- ha w = aba, akkor A, = ({1,2,3},<,Qa, @s),

- ha w = a, akkor A, = ({1}, <, Qq, Qp) alaku.

Marmost ha adott egy ¢ formula, akkor keressiik, azon w szavak halmazat, melyekre
az A, struktira kielégiti ¢-t. Roviden, az L, = {w € £* | Ay, |= ¢}, még rovidebben,
az L, = {w € ¥* | w |= ¢} nyelvet keressiik.

Példéul, az elébbi ¢ = JzIy(z < y) formula esetén L, azon szavakbdl all, melyekben
van két egymds utdni pozicié, azaz L, = {w € ¥* | |w| > 2}. Ezért azt mondjuk, hogy
az {w € ¥* | |w| > 2} nyelv definidlhaté elsérendii formuldval.

Bevezetjiik a kovetkez6 roviditéseket:

-z <y : ~(y<wm)
-rz=y e <yAy<uz

- First(z) : Vy(z <vy)
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- Last(z) : Vy(y < x)
-y=z+1 : z<yA-Jz(z<zAz<y)

Egy mésik példa, tekintsiik a ¢ = Jz(First(z) AQq(z)) A3z (Last(z) AQp(x)) formulat
(ami nyilvanvaléan ekvivalens a 3x3y(First(z) A Qq(z) A Last(y) A Qp(y)) formuldval).
Ezen formulit azok a szavak elégitik ki, melyeknek els§ betiije a, utolsé betiije b,
kovetkezésképpen az els6 betii nem egyezik meg az utolsé betiivel. Az ilyen szavak
halmaza az a¥*b nyelv, tehat Ly = aX*b. Tehat, az aX*b nyelv ugyancsak definidlhaté
els6rendii formulaval.

Az L = {z € ¥* | |z| pdros } nyelvet nem tudjuk elsérendli formuldkkal definidlni.
Sziikség van még X,Y,... masodrendii viltozdkra és megengedjiik az z € X reliciét.
X,Y miasodrendil valtozok értékei pozicidk halmazai lehetnek, mig z, y valtozok értékei
tovabbra is pozicidk. fgy X,Y a poziciék halmaza feletti egyvaltozés (monadikus)
reldciéknak tekinthetSk: adott A, = ({1,...,n}, <,{Qq | a € £}) struktira, ¢ formula
és a p-ben szerepld z,y elsérendil és X, Y masodrendii valtozdk esetén

z,y értékei: {1,...,n} elemei
X,Y értékei: {1,...,n} részhalmazai.

Maérmost az elébbi L nyelvet, vagyis a X feletti paros hosszusagu szavak halmazat az
alabbi formula definidlja:

AX (Vz((First(z) - z € X) A (Last(z) = = ¢ X))A
VeVy(ly=z+1) > (z € X &y €Y))).

A formula a koévetkezoképpen ”olvashatéd ki”. Van poziciéknak egy olyan X halmaza,
melynek az elsdé pozicié eleme, az utolsé pozicié nem eleme és barmely két egymds
utdn kovetkezd (szomszédos) pozicié kozil az egyik benne van, a mdsik pedig nincs.
Ilyen X akkor van, ha a szé hossza paros, tudniillik ekkor X éppen a paratlan szamu
pozicidk halmaza. Tehdat, a paros hosszu szavakbdl allé nyelv definidlhaté méasodrendii
formuldval

Felidézziik, hogy ha egy logikdban:

- nincsenek kvantorok, akkor azt zérusrendii logikanak

Vz,Vy alakd kvantifikdldst engediink meg, ahol z, y vdltozok, akkor azt els6rendii
logikanak

Vz,Vy,Vp,Vq alaka kvantifikdlast engediink meg, ahol z,y valtozdk, p,q pedig
predikiatumszimbdlumok, akkor azt masodrendi logikanak,

ha az elébbi pontban p,q csak egyvaltozds predikdtumszimbélumok lehetnek,
akkor azt monadikus mésodrendii logikdnak

nevezzuk.
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1.5.1. A monadikus mdsodrendii (MSO) logika definicigja
El6szor definidljuk az MSO logika szintaxisit. Legy adott egy > dbécé.
Viltozok:

Vi=uxz,y,... elsérendii valtozok.
Vo = X,Y,... méasodrendii valtozok.

Atomi formuldk: z <y, y =z + 1, z € X és minden a € Y-ra Q,(z).

Formulak:
(i) minden atomi formula formula.
(ii) ha ¢ és 9 formula, akkor =, ¢ A1, Tz, IX @ is formuldk.

Roviditések: ¢ Vi, ¢ = 9, ¢ < ¥, Yre, VX a szokisos modon.
Megjegyzés:

Ha a V5 valtozéhalmazt, az ¢ € X relaciét és a 3X kvantifikdlast nem engedjiik
meg, akkor a logika elsérendii.

Egy adott ¢ formula esetén a szabad és kotott valtozék valamint a kiigazitott for-
mula fogalmat a ugyanugy értelmezziik, mint a mar ismert predikdtumkalkulus esetén.
Amennyiben adott egy ¢ formula, feltehetjiik, hogy az kiigazitott, vagyis a benne sz-
erepl6 szabad és kotott valtozdk halmazai diszjunktak és a benne szerepld kiillonbozo
kvantor eléforduldsok kiillonb6zé véltozékat kotnek le.

Most definialjuk az MSO logika szemantikajat.

1.32. Definici6é. Legyenek W1(C Vi) és Wo(C V3) véges véltozé halmazok. Egy
(W1, Wy) struktirdn egy w = (a1, S1,Th) - - . (ar, Sy, T,) sorozatot értiink, ahol ay,...,a, €
¥, 81,...,8 CWy és Ty,..., T, C Wy (tehdt w € (X x 2W1 x 2W2)* = (3 x P(W7) x
P(W3))* és ahol a kovetkezd feltételek teljesiilnek:

s
USi=w1, SinS; =0, hai+# .
i=1
O
Ha adott ¢ formula, W7, Wy szabad valtozdkkal és egy w = (a1, S1,T1) - .- (ar, Sy, T)
alakd (Wi, W) struktira, akkor definidljuk a "w kielégiti ¢” vagy roviden w = ¢
fogalmét. (Minden -ben szereplé z € Wi és X € W szabad véltozé kap egy értéket
a kovetkez6 médon: (1) ha x € Wy, akkor z értéke azon egyértelmiien meghatirozott
i lesz, melyre = € S;, (2) ha X € Wo, akkor X értéke az {i | X € T;} halmaz lesz.

1.33. Definicié. Legyen ¢ egy formula, melynek szabad véltozéi (W1, Ws) és legyen
w = (a1,51,T1)-..(ar, Sy, T;) egy (Wi, Ws) struktira. A w = -t (azaz a "w kielégiti

¢” fogalmat) formulaindukciéval definidljuk:

sp=z<yesetén: wEp < z€S;ésyecF;ési<j
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e p=(y=z+1)esetén: wE= @ < z € S;ésy € S;j11

o 0 =Qu(z),ahola € T esetén: wE ¢ < € S;ésa=uaq;
s p=zxcXesetén: wkEp < z€ 85;és X €T,

s pu=p1 Apgesetén: wE <= wkEp ésw

o ¢ = esetén: w = ¢ <= nem teljesiil w |= ¢4

e p=Tzpesetén: wEp <= N <i<r: v [ ¢,
ahol w' = (al,Sl,Tl) (ai,Si U {:II},TZ) ce (a'raSraTr)

e p=TXpjesetén: whEp <= N < <--- < <r: wEe,
ahol w' = (a1, 51,T}) - - (ar, Sy, T}) és minden 1 < j < r-re

T — T1jaha‘j¢{ila"'aik}
’ T; U {X} kiilsnben.

1.34. Definicié. Legyen ¢ egy formula (W7, Ws) szabad véltozokkal, akkor
L, ={w | w egy (Wi, W3) struktira és w |= ¢}.

O

Nyilvénvaléan L, C (¥ x 2"t x 2W2)*. Tovébb4, ha ¢ zért, akkor Wi = Wy = 0
ezért minden (Wi, Ws) struktira w = (a1,0,0)... (a,,0,0) alakd. Tehat ha ¢ zart,
akkor minden (W7, W;) struktira azonosithaté ¥* egy elemével és azt mondhatjuk,
hogy L, C ¥*.

Egy L C ¥* nyelv definidlhaté monadikus mésodrendii formuldval, ha van olyan
¢ (zart monadikus mésodrendii formula), melyre L = L,. Azon nyelvek osztilyit,
melyek olyan monadikus masodfokid formuldval definidlhaték, amiben csak az y = x+1
numerikus reldcié szerepel MSO(+1)-gyel jeloljiik.

1.5.2. A reguldris nyelvek jellemzése MSO logikaval

1.35. Tétel. MSO(+1) megegyezik az automatdval felismerhet$ nyelvek osztalyaval.

Bizonyitas.
a) Felismerheté C MSO(+1)

Legyen L = L(M), ahol M = (Q,%,0,q1,F) determinisztikus automata és Q =
{¢1,---,4n}- Ekkor minden w € X*-ra

w € L(M) < az {l1,...,|w|} halmaz particionidlhat6 az X1,..., X,, halmazokba
ugy, hogy teljesiilnek a kovetkezd tulajdonsigok.

(Az i € X; tartalmazds, ahol i = 1,...,|w|, j = 1,...,n azt jelenti, hogy M az i-edik
pozicién 1év6 betii elolvasasa el6tt a g; allapotban van.)
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n

) Jxi={1.... v}

i=1
2) Ha i # j, akkor X; N X; = 0.
3) 1e X;.

4) Vi = 1,...,|w| — 1-re, hai € X; és i +1 € X, és w i-edik betilije a, akkor
d(gj, @) = g

5) Ha |w| € X; és w utols6 betiije a, akkor 3g € F : 6(g;,a) = q.

Ezen tulajdonsagok leirhatéak a kovetkezéképpen megadott @1, .. ., w5 monadikus masodfoki
formuldkkal:

1) pir=Vz (reX1V---VzeX,)=Vz ( V z€Xj;)
1<i<n

2) ppo=Vz ( A -(zeX;ANzeX;))
1<i<j<n

3) p3=Vz Vy (z #y+1) >z € Xy)

4) pr=VaVy (y=z+1—> A (z€eXirnyeX;)—> V  Qulz))
1<i,j<n aey

3(gi,a)=q;

5 ps=Vz(Vy(y#z+1) > A (zeXi—> V  Qu2)))
1<i<n acy

ﬁ(ql 10') EF

Legyen ¢ = 3X;...3X,(p1 A-- Aps). Akkor ¢ zirt és a fentiek miatt L, = L(M).
Ezzel az egyik irdnyu tartalmazas bizonyitasat befejeztiik.

b) MSO(+1) C Felismerhetd

Legyen ¢ egy olyan monadikus masodrendii formula, melynek szabad viltoz6i (W1, W).
Megmutatjuk, hogy L,, mint nyelv felismerheté automatdval (vagy ami ezzel ekvi-
valens: reguldris). A bizonyitdst két lépésben adjuk meg.

b1) Elészor bebizonyitjuk, hogy az Gsszes (W7, Wa) struktirdkbdl all6 nyelv felismer-
het6 automatdval. Legyen ez a nyelv K, azaz legyen

K ={w | w egy (W1, W) struktira }.

Ha bevezetjilk a A = 3 x 2W1 x 2W2 jelolést, akkor nyilvanvaléan K C A*, ezért a
K-t felismer6 automata input szimb6lumainak halmaza A lesz. Tovabbd, A* egy w
eleme akkor fog K-ba tartozni, ha betiiinek kozépsé komponensei teljesitik az 1.32.
definiciéban el6irt feltételeket. Az pedig, hogy w-nek megvan-e az 1.32. definiciéban
leirt tulajdonsiga, konyen ellenGrizhetd egy véges automatdval. Val6ban, legyen M =
(Q,A,d,q0, F), ahol
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[ ]

|

|
~—
=
-

SUS; hasSnNnsS =0
nincs értelmezeve kiillonben.

Nyilvdnvalé, hogy L(M) = K, tehat K felismerhetd.

b2) Megmutatjuk, hogy minden ¢-re L, felismerhetd. ¢ szerinti formulaindukciéval
bizonyitunk.

e Ha ¢ = Qq(x), akkor L, = KNA*{(a,S,T) | z € S, C W1, T C Wy} A*, tehdt
L, felismerhetd, mivel felismerheté nyelvekbdl dllitottuk elé reguldrs miiveletek
alkalmazasaval.

e Hap=y==x+1, akkor L, = K NA* {(a,S,T)(a/, 8", T") |z € S, y € S’} A*.
e Hap =z € X, akkor L, = KNA* {(a,5,T) |z €S, X €T} A*.

e Ha ¢ = @1 A 2, akkor L, = K N Ly, N Ly,.

e Ha ¢ = = ¢1, akkor L, = K — L, .

e Ha ¢ = dz¢pq, akkor allitdsunk a kovetkezOképpen lathaté be. Egy
w = (a1,51,T1) ... (i, Si, T;) - .. (ar, Sy, Tr) (W1, W3) struktira esetén w = ¢1
akkor és csak akkor teljesiil, ha pontosan egy 1 < ¢ < r-re z € S;. Ezért
L, = h(Ly,), ahol h : A* — A* a kovetkezd egyenlSséggel definidlt betii-betii

homomorfizmus:
a,S,T),haz ¢S
h((a,S,T)) = ( ) 7
(a,S —{z},T),haz e S

(Itt kihaszndljuk, hogy a reguldris nyelvek zdrtak a betii-bet{i homomorfizmusra.)

e Ha ¢ = 3X ¢y, akkor az el6z6 ponthoz hasonléan kapjuk, hogy L, = h(Ly, ), ahol

h a kovetkez6 egyenl6séggel definialt betii-beti homomorfizmus
(a,8,T),ha X ¢ T
h((a, S,T)) =
(a,8, T —{X}),ha X € T.

a

1.36. Kovetkezmény. L felismerhetd <= definidlhatd egzisztencialis monadikus
méasodrendii formuléval.

Bizonyitas.

"=7 Az 1.35. tétel bizonyitdsdnak a) részében lényegében ezt bizonyitottuk, mivel az
ott megkonstrudlt ¢ egzisztenciilis formula.
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”«<” Ugyanezen tétel b) részében ennél tobbet bizonyitottunk, mert az 4llitast tetszbleges
monadikus masodrendii formuldra igazoltuk.

Megjegyezziik, hogy ha az y = x4+ 1 relaciénal tobbet is megengediink, akkor kénnyen
kiléphetink a reguldris nyelvekb6él. Engedjik meg példdul a o(z,y,2) = (x +y = 2)
reliciét és legyen ¥ = {a, b}. Ekkor a 9(z) = Vz(Last(z) — o(z,z, z)) formulit egy w
sz0 egy x pozicidja pontosan akkor elégiti ki, ha x értéke a sz6 hosszanak a fele. Legyen
x = 3a((x) AVy((y < 7) > Qu(®)) A (& < 1) = Qu(y))). Akor Ly = {a""| n.> 0},

ami nem felismerhetd nyelv!
1.6. Reguldris nyelvek jellemzései (Gsszefoglalds)
Osszefoglalasként felsoroljuk reguldris nyelvek osztalydnak az eddig megismert jellemzéseit.

1) nemdeterminisztikus automata

2

determinisztikus automata

o

determinisztikus és teljes automata

S

reguldris kifejezés

Ot

3 tipusu nyelvtan

(=2}

3 tipusi nyelvtan A — aB és A — ¢ szabélyokkal

[* N |

pr véges indexii

9

véges indexili kongruencia

10) 0r, véges indexii

—_

1) IM véges monoid, B C M, ¢ : ¥* — M homomorfizmus, melyre L = ¢~ !(B)

—_

2

)

)

)

)

)

)

) véges indexii jobbkongruencia
)

)

)

)

) definidlhaté6 MSO(+1)-ben
)

13) definidlhaté MSO(+1)-ben egzisztencidlis formulédkkal

1.7. Szekvencidlis gépek

Ebben a részben olyan automatdkkal (szekvencidlis gépekkel) fogunk foglalkozni, melyeket
outputtal lattunk el, ily médon ezek egy ¢ : 3* — A* leképezést fognak megvalésitani.
A szekvencialis gépek allapothalmaza nem lesz mindig véges. Amennyiben csak véges
allapothalmazt engediink meg, azt mindig kihangsilyozzuk.
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1.7.1. Mealy gépek, Moore gépek és az altaluk indukalt leképezések
1.37. Definicié. Mealy gépnek neveziink egy M = (Q, 3, A, d, A) rendszer, ahol

Q@ egy halmaz, az allapothalmaz,
- X és A az input és az output dbécék,
-0 Q x X — @ az dtmenetfiggvény,
- A: Q@ xX — A a kimenet fiiggvény.
Amennyiben @) véges, M-et véges Mealy gépnek nevezziik. O

Azt, hogy valamely p,q € Q-ra, a € Y-ra és b € A-ra 6(q,a) = p és A(g,a) = b, a
kovetkezd dbraval szemléltetjik

a/b
qg —Dp,

mig M viselkedését egy = = ay ... a, input szén a kévetkezOképpen abrazolhatjuk:

al/b1 an/bn
n %l - - [ ] %‘
qo q dn—1 dn

1.38. Definicié. Moore gépnek neveziink egy M = (Q, 3, A, d, i) a rendszer, ahol
- @, %, A ugyanaz, mint a Mealy gép esetén,
- u: Q — A a jelfiggvény.
Amennyiben @ véges, M-et véges Moore gépnek nevezziik. O

Most M viselkedését egy = = a1 ...a, input szén a kovetkezGképpen abrazolhatjuk:

ai an
E ———n E —a
qo q1 dn—1 dn
w(qr) = b wgn-1) =bn—1  p(gn) =bn

1.39. Definicié. Legyenek M = (Q, X, A,4,) és M' = (Q', 3, A, ', \') Mealy gépek.

1) M" az M részgépe, ha teljesiilnek a kovetkezd feltételek:
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- Q' CQ,
-Vge @, ac esetén
8'(g,a) = d(q,a) (vagyis Q' zart d-ra)
X(g,a) = Alg; a).
2) Egy ¢ : Q — Q' leképezés homomorfizmus M-bS8l M'-be, ha Vg € Q, a € &

esetén:
- ¢(0(g,a)) = 0'(¢(q), a)

- Mg, a) = N(p(g),a)

Ha ¢ rdképezés, akkor M’ az M homomorf képe. Ha M’ az M homomorf képe és ¢
még injektiv is (tehdt bijekcid), akkor M és M' izomorfak, jele M = M'.

Ha ¢ homomorfizmus M-b8l M'-be, akkor egy = = aj ...a, input sz6 hatdsdra M és
M' a kovetkez8képpen miikodnek:

a1/b1 an/bn
M n n . n
qo0 q1 dn—1 qn
‘ a1/b1 ‘ ‘ an/bn l
MI | ] -1 | | L]
©(q0) w(q1) o(gn-1) ©(gn)

3) Legyen p C @ x @ ekvivalenciarelicid. p kongruencia az M-en, ha minden p,q € Q
és a € ¥ esetén:

- ppqg=9d(p,a)pd(q,a)
-ppa=> Ap,a) = Ag,a)

4) Ha p kongruencia az M-en, akkor M-nek a p &dltal meghatdrozott faktorgépe az
M, =(Q/p,%,A,d,,\,) Mealy gép, ahol minden g € Q és a € ¥ esetén:

- 65(q/p,a) = 6(q,a)/p
- Aplg/psa) = Ag, a).

A kovetkez6 tételt bizonyitasat csak vazlatosan kozoljik.

1.40. Tétel. Legyen M = (Q,%,A,0,)\) egy Mealy gép, p pedig egy kongruencia-
relacio M-en.

1) M/p az M homomorf képe.
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2) Ha M' az M homomorf képe, akkor M-en van olyan p kongruencia, hogy M/p =
M.
Bizonyitds. 1) A homomorfizmus ¢(q) = ¢/p lesz.
2) Ha ¢ : @ — Q' homomorfizmus, akkor ppgq <= ¢(p) = ¢(q) kongruencia M-en

és ¥(q/p) = ¢(q) izomorfizmus M/p és M' kozott.
Q

T~ QI

N

a
A kovetkezOkben definidljuk a Mealy és a Moore gépekkel indukdlhaté ¥*-bél A*-ba
torténé leképezések fogalmat.

1.41. Definicié. 1) Legyen M = (Q, %, A, 6, A) egy Mealy gép és q € Q egy tetszbleges
allapot. Az M dltal g-ban indukdt N, : X* — A* leképezést a kovetkezOképpen
definidljuk:

- Nle) =€ (e az lres sz0)
- Aglam) = Ag(@)A{ga,a).

Ha példdul = ay ... ay,, akkor \;(z)-et a kovetkez6képpen szemléltetjiik:

(ll/bl an/bn
E ———n . . T —

q=qo q1 qn—1 qn

Tehat A\y(xz) = bi...b,. Tovadbba, minden z,y € ¥*-ra A\j(zy) = Ag(2)Agz(y). (Bi-
zonyitds y hossza szerinti indukciéval.)
2) Legyen M = (Q,%, A, 6, u) Moore gép és q € Q tetszéleges dllapot. Az M dltal
g-ban indukdt pg : X* — A* leképezést pedig a kovetkezdképpen definidljuk:
- pgle) =€

- pol(za) = pqe(z)p(gza).
Ha z = aq ... ay,, akkor p4(z)-et a kovetkezéképpen szemléltetjiik:

ai Qn
E ——n - - E ———a
4=q q qn—1 an
pg) =b Wgn-1) =bu-1  p(gn) =bn

Tehat pq(z) = b1 ...b,. Tovabba, minden z,y € ¥*-ra py(zy) = pe(z) gz (v)-
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1.7.2. Gépek ekvivalencidja

Ebben a fejezetben azt mutatjuk meg, hogy minden Mealy géphez van vele ekvivalens
Moore gép.

1.42. Definicié. Legyenek M = (Q, X, A, 4, )) és M' = (Q', 3, A, ', \') Mealy gépek.
1) M egy p € Q éllapot ekvivalens M’ egy q € Q' dllapotdval, jele p ~ ¢, ha A, = Aj,.

2) M és M' ekvivalensek, ha birmelyiknek barmely p dllapota ekvivalens a mdsik
egy g allapotaval.

(Mealy gép és Moore gép ekvivalencidja is definidlhatd.)

1.43. Lemma. A 1.42. Definiciéban szerepl6 jelolésekkel élve, ha p ~ ¢, akkor minden
a € ¥ esetén §(p,a) ~ §'(q, a).

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy p ~ ¢ és van olyan a € X, melyre d(p,a) ~ §'(q,a).
Akkor valamely x € X*-ra A5 q)(7) = ¥, Ag,(q a) (z) =14 és y £y teljesil:

p -a—/b>06(pﬂa) /w\/yﬁ r
afb z/y' ’

LR R

Ez ellentmondds, mert by # by, tehat p # q. O

1.44. Tétel. Legyenek M = (Q,%,A,6,)) és M' = (Q', 3, A, ', N) Mealy gépek és
legyen M' az M egy homomorf képe. Akkor M és M' ekvivalensek.

Bizonyitds. Legyen ¢ : Q — Q' az M-nek egy homomorfizmusa M'-re. Megmu-
tatjuk, hogy minden ¢ € @ éllapot ekvivalens ¢(g)-val, azaz minden z € ¥*-ra A\;(z) =
/\fp @ (z). Legyen evégett z = aq ...a, tetszbleges sz6. Akkor:

a1/b1 an/bn
M [ n . ]
g =490 q1 dn—1 dn
‘ a1/b1 ‘ ‘ an /bn l
MI m —————————————= " ]
#(g0) ©(q1) ©(gn-1) ©(gn)

tehat Ag(z) = b1...by és Ayg)(2) = b1...by, azaz ¢ ~ @(q). Mésrésat M’ minden
p € Q' allapotdhoz van olyan g € Q, hogy p = ¢(q) , tahdt p ~ q. O

1.45. K6vetkezmény. Legyen M = (Q, X, A, d, \) Mealy gép és p kongruencia M-en.
Ekkor M és M/p ekvivalensek.
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Bizonyitds. A 1.40. Tétel 1) része miatt M/p az M homomorf képe és igy a 1.44.
Tétel miatt M és M/p ekvivalensek. O

1.46. Tétel. Minden M = (Q,%,A,5,\) Mealy géphez van vele ekvivalens N =
(Q',%2,A,d, 1) Moore gép.

Bizonyitas. Adjuk meg az N Moore gépet a kovetkezOképpen:
« Q=QUQxT,

e minden g € Q',a € ¥ esetén

/ [ (g,0) ha g€ Q
0 (Q7 a‘) - { (5(]7’ b)’a,) ha q = (pab)

e minden g € Q'-ra

(q) = { tetsz6leges b € A ha g e Q
: A(p, b) ha g = (p,b)

Megmutatjuk, hogy M valéban ekvivalens N-nel. Elészor megmutatjuk, hogy minden
g € Q allapot ekvivalens g¢-val, mint @’-beli dllapottal. Valdéban, tetszbleges z =
ai...an 526 esetén A\y(r) = pq(z), mint ahogy az aldbbi dbra mutatja:

. a1/b1 an/bn
M : . ——n [
9= qo q1 dn—1 dn
N . ai Qn,
) .= Ppp—
(90, a1) (gn—2,8n_1) (gn—1,an)
| l \
b1 bn—l bn

Legyen most g € Q'.
e Ha q € Q is teljesiil, akkor, mint mar 1attuk, g ~ q.

e Ha ¢ = (p,a), ahol p € Q, akkor (p,a) megadhaté N-ben ¢'(p,a) alakban, ahol
p € Q. Mivel p ~ p, az 1.43. Lemma miatt §'(p,a) € Q' ekvivalens lesz d(p,a) €
Q-val. O

Megjegyzés. Az is igaz, hogy Minden Mealy géphez van vele ekvivalens Moore gép.
Valéban, egy M = (Q, X, A, §, u) Moore géphez hozzarendeljikk az M' = (Q, 3, A, J, \)
Mealy gépet, ahol A(q,a) = u(d(q,a)).
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b/cz
a/cz
\ / b/C3 \ / a,/CS
€3 -
%éiz
M Moore-gép M' Mealy-gép

Ekkor tetszdleges ¢ € @ (mint M &llapota) ekvivalens lesz q € Q'-vel, (mint M’
allapotdval), tehdt M és M’ ekvivalensek.

1.7.3. Automata leképezések és véges automata leképezések

1.47. Definicié. Egy a: ¥* — A* leképezést véges automata leképezésnek nevezunk,
ha van olyan véges M = (Q, %, A,d,\) Mealy gép és g € Q, hogy a = Ay, azaz Vz € ¥*-
ra oz) = Ag(z).

a

1.48. Definicié. o : X* — A* leképezést automata leképezésnek neveziink, ha Vz,y €
YHora:

1) |a(z)| = |z| (o hossztartd)

2) a(zy) = a(r)ag(y), ahol o : T* — A* a-tél és z-t6] fuggd leképezés («
prefixtarto).

a
Megjegyezzik, hogy 1) miatt a(e) = ¢, tehdt 2) miatt minden z € X*-ra az) =
aler) = a(e)as(z) = ae(z). Kovetkezésképpen o = a.

1.49. Tétel. Egy o : ¥* — A* leképezés akkor és csak akkor automata leképezés
(tehdt bir az 1) és 2) tulajdonsdgokkal), ha van olyan M = (Q,%,A,0,)) (nem
feltétleniil véges) Mealy gép és q € Q melyre o = A,.

Bizonyitds. Legyen a = Ay, ahol M = (Q, X, A, 6, \) egy (nem feltétleniil véges) Mealy
gép és q € @Q egy allapot. Nyilvanval6 az, hogy A, hossztartd, ldsd 1.41. definicié 1)
rész. Masrészt, y hossza szerinti indukciéval igazolhaté, hogy minden z,y € ¥X*-ra

Ag(zy) = Ag(7) Aga(y)

és igy
a(zy) = Ag(zy) = A(2) Aga(y) = () az(y),
ahol oy = A\gz, vagyis « prefixtarto is.
Megforditva, legyen « egy automata leképezés. ElGszor bebizonyitjuk a kévetkezdt.
Allitds. Minden z,y,z € $*ra |a,(y)| = |y| (tehdt a, is hossztartd) és ag(yz) =
oz (y) oy (z) (tehdt oy is prefixtartd).
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Az §llitds bizonyitisa. Az a(zy) = a(zr)az(y) egyenletbél kapjuk, hogy |a(zy)| =
|a(z)| + |az(y)|- Mivel a hossztartd, |a(zy)| = |zy| = |z| + |y| és |a(z)| = |z|, tehat
|z (y)] = |e(y)| = [yl.

Tovabbé, a 2) tulajdonsig miatt a(xyz) = a(x)ayz(yz). Masrészt, ugyancsak a 2)
tulajdonsdg miatt a(ryz) = a(ry)ag(2) = a(z)ay(y)osy(z). Az egyenletek jobb
oldalait egyenlévé téve, majd az a(r) széval egyszeriisitve kapjuk, hogy ay(yz) =
Qg (y)agy(2). Ezzel az llitast bebizonyitottuk.

Most megadjuk azt a (nem feltétleniil véges) Mealy gépet, mely egy alkalmas dllapotdban
a-t indukélja. Legyen ez My = (Qa, 2, A, 0, A), ahol

¢ Qo ={ag|zeX*},

e minden a; € Q,-ra és a € X-ra 0(ay,a) = Qgq,

e minden a; € Qu-ra és a € I-ra AN(ay,a) = ag(a).

Eldszor is megjegyezzik, hogy 0 valéban fuggvény, ugyanis, ha oz = oy, akkor minden
a € X-ra 0z = Oyg. Valoban, a fenti 4llitds miatt, minden z € X*-re

ag(az) = ag(a)ag(z) és  ay(az) = ay(a)oy.(z).

Mivel a,(a) = ay(a), kapjuk, hogy au.(2) = aya(z).

Maisodszor, megmutatjuk, hogy minden z,y € ¥*-ra Ay, (y) = az(y). Ezt |y| szerinti
teljes indukciéval bizonyitjuk. Ha y = ¢, akkor definicié szerint A, (¢) = € és, mivel o,
hossztartd, ay(e) = €. Az indukciés 1épés:

Aaac (ya’)
= Aa; (¥)Mazy,a)

= az(y)M(asy,a)
(indukcids feltevés)

= Qg (y)axy (a)
(X definicidja)

= og(ya)
(az allitds miatt)
Tehdt Ay, (z) = ac(z) = a(zx), vagyis M, az a. dllapotban a-t indukélja. O

1.50. Kovetkezmény. Minden véges automata leképezés egyben automata leképezés
is.

Bizonyitas. Azonnal adédik a 1.49. tételbol. O
Most azzal foglalkozunk, hogy egy automata leképezés mely feltételek mellett lesz
egyben véges automata leképezés is.

1.51. Tétel. Tetszbleges a : X* — A* leképezésre, a kovetkezb két allitas ekvivalens.

(1) o véges automata leképezés.
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(2) o automata leképezés és az {a; | © € £*} halmaz véges.

Bizonyitds. 1. lépés: (1) = (2). A 1.50. kdvetkezmény szerint o automata leképezés
is.

Annak bizonyitdsira, hogy a {a; | € £*} halmaz véges, tegyiik fel, hogy az M' =
(Q',%,A,0",\') véges Mealy gép ¢ € Q' allapotdra teljesiil, hogy oo = \{, (és igy minden
T € ¥ra ap = \y,). Az dltaldnossdg megszoritdsa nélkiil azt is feltehetjiik, hogy M’
g-ra nézve Osszefliggd, vagyis Q' = {qz | z € I*}.

Miésrészt, a 1.49. tételben szereplé My = (Qq, 2, A, d, ) Mealy gép is a-t indukdlja
az o, allapotban.

Megmutatjuk, M, az M' homomorf képe. Legyen ¢ : Q' — Q. azon leképezés,
melyre minden z € *-ra p(gz) = ay.

Ez a leképezés fliggvény, hiszen, ha gz = gy, akkor i, = A\, és igy ap = ay.

Nyilvanvald, hogy ¢ sziirjektiv. Tovabba, minden a € ¥-ra

0(0'(qz,a)) = p(gra) = aza = §(az,a) = §(p(qz),a)

és
X(gz,a) = Mg(a) = ag(a) = MNag, a) = A(p(gz), a).
Tehat M, az M; homomorf képe, ezért M, is véges.
2. lépés: (2) = (1). Vegyiik az 1.49. tételben szereplé M, Mealy gépet. Mint lattuk,
M, az a. allapotdban a-t indukalja. Mdésrészt, feltételiink szerint, @), véges, tehat «
automata leképezés.
a

A kovetkezbkben egy madsik feltételt is adunk arra, hogy egy automata leképezés

mikor lesz egyben véges automata leképezés is.

Jelolés: Legyen a: ¥* — A* automata leképezés:

-z € ¥*ra a(zr) az a(z) utolsé betiije. (a(z) € A)
-be Ara Ly ={r € X | alz)=Db}.

(Megjegyezziik, hogy Uyca Ly = £*.)

1.52. Tétel. Legyen a : ¥* — A* egy leképezés. A kivetkezd két allitas ekvivalens.
1) « véges automata leképezés
2) « automata leképezés és Vb € A-ra Ly felismerhetd.

Bizonyitas. 1) = 2): Mint mér lattuk, ha « véges automata leképezés, akkor automata
leképezés is.

A 1.46. tétel miatt feltehetjiik fel, hogy van egy olyan M = (Q, X, A, d, u) Moore-
gép és qo € Q, melyre a = pigy. Definidljuk minden b € A-ra az N, = (Q, %, 9, qo, Fp)
automatdt, ahol F, = {¢ € Q | u(q) = b}. Tehdt N;, olyan ¥*-beli szavakat ismer fel,
amelyekre M outputjénak utolsé betiije b. Igy L(Ny) = Ly, vagyis Ly felismerhet6:
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ai Qn
M n .
qo Q Qn—1 ¢ €F
H(QI) =b H((anl) =bp1 H(Qn) =b, =0

2) = 1): Erre két bizonyitdst is adunk.
1. bizonyitds: Vb € A-ra legyen py egy véges indexii jobbkongruencia, ami szaturilja

Ly-t (a 1.5. Tétel miatt van ilyen és legyen p = [ pp- Mivel valamennyi p, véges
beA
indexti jobbkongruencia, p is is az lesz és Vb-re p C p,. Legyen M = (£*/p, 3, A, 4, 1)

Moore-gép, melyre minden x € ¥* és a € ¥ esetén:

* §(z/p,a) = za/p

tetsz8leges, ha = € €/p

o u(z/p) = {

a(z) kilonben.

(Megjegyezzik, hogy M éllapotai z/p alaktuak, ahol z € £*.)

Az, hogy § jéldefinialt, abbdl kovetkezik, hogy p jobbkongruencia. Ugyanakkor, y is
joldefinidlt, ami a kovetkez8képpen lathat6 be. Ha z/p = y/p, akkor minden b € A-ra
z/py = y/pp. Tovdbba, mivel Jyco Ly = £, van olyan b € A, hogy az x/p osztily

részt vesz az Ly nyelv eléllitdsdban. Ezért a(z) = a(y) = b.

Az automatakhoz hasonlbéan, § kiterjesztésére most is igaz, hogy minden z,y € ¥*
esetén: 0*(z/p,y) = zy/p.

Allitjuk, hogy Vz-re a(z) = fe/p(). Valéban:

(i) Haz = ¢, akkor a(z) =¢ (| @(z) |=| = | miatt) és
He/pl€) =€ (a Moore-gép 4ltal indukalt leképezés definicidja szerint).
(ii) Haz = z'a, akkor: p./,(z'a) = pe)p(a")p(z'a/p)
= a(z")u(z/p) (indukcids feltevés)
= a(z)a(z) (u definicio)
= afx) (mert o automata leképezés).

2. bizonyitas: Legyen A = {b1,...,by}. Tegyiik fel, hogy az L, (1 < i < n) nyelv
felismerhet$ az M; = (Q;, 2, 0;, ¢;, F;) automatdval. Legyen N = (@, X, A, §, u) Moore-
gép, ahol

¢ Q=Q1 % XQn={(P1,---,0n) | Pi € Qi, 1 <i<n}

e Minden (p1,...,pn) € Q-raésa € X-rad((p1,...,pn),a) = (01(p1,a), .-, 6n(Pn,a))-

bihadl<i<n:p, € F;ésV1<j<mn, ha i# jakkor p; ¢ F;
b :u’((plaapn)):

tetszbleges kiilonben.
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A ¢ dtmenetfiiggvény tulajdonsiga lesz, hogy minden (p1,...,p,) € Q-raés z € X*-ra
0*((p1y---+pPn)x) = (01(p1,%),...,0n(pn,x)), vagy mésik jeloléssel: (p1,...,pn)TNn =
(p].’le’ v ap'n.-'If'Mn)'

Allitjuk, hogy minden z € ¥*-re a(z) = u(ql’___,qn)(m). Valéban:

(i) Haz =¢, akkor : afz) =€ (| a(z) |=| z | miatt)

,u(ql,.__,qn)(s) =¢. (a Moore-gép altal indukalt leképezés
definici6ja szerint).

(ii) Ha z = z'a, akkor:

B(g1,ng)(@'@) = pi(g, )@z arsy, - - - qut’an,)
= alz")ulgzrmy, -, qT,) (indukcids feltevés)
= a(z)a(z) (u definicidja)
= afx) (mert o automata leképezés).

a

1.7.4. Gépek minimalizalasa

Ebben a fejezetben megadjuk egy a : X% — A* véges automata leképezést kiszamitod
minimalis Mealy gép kiszamitasdnak algoritmusat.

1.53. Definicié. Legyen M = (Q,%,A,4,A) egy Mealy gép, pir C @ X Q pedig a
kovetkez6 relacié. Minden p, g € Q-ra:

PPM g = Ap=N(= p~q).

1.54. Eszrevétel. Minden M = (Q,%, A, 8, \) Mealy gép esetén pps kongruencia M-
en.

Bizonyitas. Az, hogy pas ekvivalenciarelacié, konnyen beldthaté. Tovabba minden
P, q € Q-ra:

e pprm q= 6(p,a) par 6(q,a), mert ezek is ekvivalensek (ldsd 1.43. Lemma).
* p pr q = A(p,a) = A(g, a), mert A(p,a) = Ap(a) és A(g,a) = Aq(a). O
1.55. Kovetkezmény. M és M/pnr gépek ekvivalensek.

Bizonyitds. 1.54. Eszrevétel és 1.45. Kovetkezmény. O

M/pnrr-et az M-hez tartozé redukdlt gépnek nevezziik. Tovabbd, azt mondjuk, hogy
M redukélt, ha M = M/pus.

1.56. Tétel. Az M = (Q,3,A,4,)) és N =(P,X,A,d,)\) Mealy gépek akkor és csak
akkor ekvivalensek, ha M /py = N/pn.
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Bizonyitds. ”<” irdny: Az M ekvivalens M/pp-mel, M/py = N/pn, és az N/pn
ekvivalens N-nel osszefiiggésekbdl azonnal adédik, hogy M ekvivalens N-nel.

"=" irdny: El8szor megillapitjuk, hogy M/pps ekvivalens N/py-nel, mert: M/pp
ekvivalens M-mel, M ekvivalens N-nel és N ekvivalens N/py-nel.

Az M/pyr = (Q/pm, 2, A, 0p0s Aprs) €8 N/pn = (P/pn, 5, A, 08, X)) jelolésekkel

?UPN? PN

élve, definidljuk a ¢ : Q/pp — P/pn leképezést a kovetkezOképpen: ©(q/pam) = p/on,
ha q/pu és p/pn ekvivalensek. Egyrészt megmutatjuk, hogy ¢ izomorfizmus. Valéban:

e o raképezés, mert M és N ekvivalensek és

e o injektiv, mert M/pps redukalt (az ekvivalens dllapotok mér Gssze vannak vonva),
tehat ¢ bijekcid. Mésrészt a ¢ homomorfizmus. Valéban:

1) @(6py, (a/prr,a)) = 6, (0(q/pn),a)

Legyen ugyanis p/pn = ¢(q/pm)- Ekkor q/par és p/pn ekvivalensek, tehat az
1.43. Lemma miatt d,,,(q/pm, a) és 5;,N (p/pn, a) is ekvivalensek. Kovetkezésképpen:

©(0py (q/ P11, 0)) = 8, (p/ i, a) = 8, (9(q/par), ).

2) Aou(a/pmsa) = X, (e(a/pn), a)

Ugyanis q/pum és ¢(q/pm) ekvivalensek, igy barmely széra - az 1 hosszi a széra
is - ugyanazt a kimenetet adjak.

1.57. Tétel. TeteszGleges M Mealy gép esetén legyen Ky = {N | M és N ekvivalensek}.
Akkor Kjr-ben van olyan izomorfizmus erejéig egyértelmiien meghatdrozott gép, amely
barmely N € Kpr-nek homomorf képe.

Bizonyitds. Példdul M/pnr megfelels. Legyen N € Ky, akkor a 1.56. Tétel szerint
M/pm = N/pn, ami a 1.40. Tétel miatt homomorf képe N-nek. O

A kovetkezo tétel bizonyitasat gyakorlatnak szanjuk.

1.58. Tétel. Minden M vges Mealy gép esetén pys algoritmikusan kiszamithato.
Bizonyitas. Legyen M = (Q,%,A,4,)). pup-et a kovetkezd pi,p2,... sorozattal
kozelitjik.
(i) Legyen i = 1 és szamitsuk ki pi-et a kovetkezd Osszefiiggés alapjin : Vp,q € Q
esetén p p1 ¢ <= Va € X : A(p,a) = (g, a)

(ii) Széamitsuk ki p;r1-et : Vp,qg € Q esetén p piv1 g < p p; qésVa € ¥ :
d(p,a) pi 6(g;a)

(iii) Ha p; = pi+1, akkor 4llj, kiillonben legyen i = i + 1 és menjlink (i)-re.
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Ekkor p1 D ps D ... 2 p; 2 ...7 =7 tehdt I : p; = pit1 = pis2.... Erre az i-re
pu = p;i- A bizonyitdst a 1.25. lemma bizonyitdsdhoz hasonléan végezhetjiik el. O

Az eddigieket Osszefoglalva, megadjuk egy a : ¥* — A* véges automata leképezést
kiszamité minimadlis Mealy gép kiszdmitasdnak algoritmusat.

1.59. Tétel. Legyen o : ¥* — A* véges automata leképezés és M = (Q, 3, A, 0, \)
egy olyan véges Mealy gép, melynek egy qo € () dllapotdra Ay, = o

1) Szdmoljuk ki M q-Osszefiiggs részét. Legyen ez M' = (Q',%,A,d',)\), ahol
Q' ={qzm |z € T*} a (Q, %, 6,90, Q) automatdban a qo-bdl elérhets dllapotok
halmaza (1.21. definicié), &' és X' pedig 6 és A\ megszoritdsai Q' x L-ra.

2) Szdmoljuk ki pppi-t (1.58. tétel) és hatdrozzuk meg az M'/pyr = (Q'/par, 2, A, 6, . Ay, )
gépet.

Ekkor M'/ppp az a-t indukdlé minimdlis dllapotszamui Mealy gép.

= X

Bizonyitds. Az 1.44. tétel miatt (A, )g/p,0 o

Ago = @, tehat M'/ppp valéban -t indukélja.

Megmutatjuk, hogy M'/py; minimdlis dllapotszami. Legyen evégett N = (P, X, A, 61, \1)
egy olyan Osszefiiggé Mealy gép, melynek egy po € P allapotdra (A1)p, = a. Akkor M’
és N ekvivalensek, mert gy ~ pg és minden z € ¥*-ra qyzpr ~ porn- A 1.56. tételt
alkalmazva kapjuk, hogy M'/payr = N/pn. Az 1.40. tétel szerint N/py az N homomorf
képe, igy M'/ppyr is az N homomorf képe. Mivel N tetszdleges volt, M'/pp minim4lis
allapotszamai. O

tovdbba nyilvanvaléan i =
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2. Kornyezetfiigetlen nyelvek

2.1. Kornyezetfiigetlen nyelvtanok atalakitasa

Gyakran sziikség van arra, hogy egy kornyezetfiiggetlen nyelvtanon olyan dtalakitdsokat
hajtsunk végre, melyek nem valtoztatjdk meg a nyelvtan altal generalt nyelvet. Ebben
a részben néhdny ilyen nevezetes atalakitast ismertetunk.

2.1.1. Laéancszabdly mentesités

2.1. Definicié. Tetszbleges G = (N, X, P, S) nyelvtan esetén az A — B alaki szabdlyokat
lancszabalyoknak nevezzuk. Tovabba, amennyiben P-ben nincsenek lancszabélyok, gy
azt mondjuk, hogy G ldncszabdlymentes. O

2.2. Lemma. Legyen G = (N, X, P, S) kornyezetfiiggetlen nyelvtan. Megadhaté olyan
G' = (N,%, P!, S) lancszabdlymentes kornyezetfiiggetlen nyelvtan, amelyre L(G') =
L(G). Amennyiben G 3 tipust, gy G’ is 3 tipust lesz.

Bizonyitas. Eloszor minden A € N-re meghatirozzuk azon B € N nemtermindlisok
halmazét, melyekre A =* B 1gy, hogy a levezetés kozben csak ldncszabalyokat alka-
lmaztunk. Jeloljik ezt a halmazt N4-val. Megjegyezziik, hogy A € Ny (mivel A =*
A nulla szdmi ldncszabdllyal.) Az N4 halmaz kiszdmitdsét a kovetkezd iterdcidval
végezzik:

(i) Legyen Ny = {A} (mert A € N4) és legyen i = 0.
(ii) Legyen N;11 = N; U{C € N |3B € N; tigy, hogy B — C € P}.

(iii) Amennyiben N; = N;;1 legyen Ny = N;, kiilonben legyen i = ¢ + 1 és ismételjik
meg a (ii) pontot.

Az olvaséra bizzuk annak igazoldsit, hogy a fenti algoritmus valéban N 4-t hatdrozza
meg.
Most konstrualjuk meg P'-t a kovetkezSképpen:

P =,
Minden A € N-re,
minden B € N 4-ra,
minden B — « € P szabdly esetén:
Ha B — « nem lancszabaly akkor
vegyik fel az A — « szabalyt P'-be;

Nyilvanvalé, hogy P’-ben nem lesznek ldncszabélyok, ugyanakkor P’ tartalmazni fog
minden olyan P-beli szabilyt ami nem lincszabdly. Az is nyilvanval6, hogy ha G 3
tipust akkor G’ is az lesz. Tovabbd, az is teljesiilni fog, hogy L(G') = L(G), ez utébbi
a kovetkezdk miatt.

Minden olyan G-beli levezetésben, ami S-b6l indul ki és termindlis széban végzodik,
alkalmazhatunk lincszabélyokat. Ilyenkor egy A nemtermindlisbdl indulunk ki, alka-
Imazunk valamennyi lancszabdlyt, amelyekkel elériink egy B nemtermindlist, majd al-
kalmazunk egy B — « szabélyt, ami nem ldncszabély. (Ez utébbi 1épés szitkségszertien
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bekdvetkezik, mert kiilonben nem érhetnénk el a termindlis sz6t.) Ekkor azonban tel-
jesul, hogy B € Ny és, hogy B —+ a € P, tehit az A — « szabdly P’-ben van.
Kovetkezésképpen A-bél levezethetd o G'-ben egyetlen 1épésben. Ilyen médon a G-beli,
S-bél indulé és termindlis széban végz6dé levezetésekben alkalmazott lancszabalyok el-
hagyhatdk, és a levezetés megkaphaté P’-beli szabalyokkal is.

Megforditva, minden G’-beli levezetésben alkalmazott szabaly vagy P-ben is benne
van, vagy helyettesithetd P-beli lancszabalyok sorozatdnak és egy nem lancszabalynak
az alkalmazasdval. O

A lemmédban szerepld konstrukciét egy 3 tipusu nyelvtanon mutatjuk be.

2.3. Példa. Legyen G az a 3 tipusu nyelvtan amelynek szabdlyai a kovetkezok:
-S—Alab
- A— B|bA
- B—bB|C|a
- C — bb.

Az Ng,N4,Np és N¢ halmazokat kiszdmolva, kapjuk, hogy: Ng = {S,A,B,C}, Ny =
{A,B,C}, Ng = {B,C} és N¢ = {C}. Ezutén kapjuk, hogy G’ szabélyai a kovetkezdk
lesznek:

S = ab|bA|bB|a| bb
A= bA|bB|a|bb

B — bB|bb|a
- C = bb.

2.1.2. es-mentesités

2.4. Definicié. Egy G = (N, X, P, S) kornyezetfiiggetlen nyelvtan e-mentes, ha P
nem tartalmaz A — € alaku szabdlyokat, kivéve esetleg az S — ¢ szabdlyt. Ha azonban
S — € € P, akkor S nem szerepel semelyik P-beli szabily jobb oldalin. O

Minden kornyezetfiiggetlen nyelvtan e-mentes alakra hozhatd, pontosabban igaz a
kovetkezo allitas.

2.5. Lemma. Tetszbleges G = (N, %, P, S) kornyezetfiiggetlen nyelvtanhoz megkon-
strualhat6 olyan e-mentes G' = (N', X%, P',S") kornyezetfiiggetlen nyelvtan, melyre
L(G) = L(G").

Bizonyitds. Legyen tehit G = (N, X, P, S) egy tetszéleges kornyezetfiiggetlen nyelv-
tan. A lemmat két 1épésben bizonyitjuk be.

a) Elészor megadunk egy olyan e-mentes G; = (N, X, P1, S) nyelvtant, melyre L(G1) =
(L(G)—{e}). Ehhez meghatdrozzuk azon nemtermindlisok H halmazit, melyekbdl lev-
ezethet6 €. H a kovetkezd iteracidval hatdrozhaté meg. Legyen
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(i) Legyen Hi ={A€ N|A—>c€P}ési=1.
(i) Legyen H;11 = H;U{A € N|(3A — a € P) 1igy, hogy a € H}}.

(iii) Ha H;11 = H;, akkor &lljunk meg, kiilonben legyen i = i + 1 és hajtsuk végre az
(ii) 1épést.

Konnyen igazolhat6, hogy minden A € N-re, akkor és csakis akkor teljesiil A =, ¢,
ha van olyan i, hogy A € H;. (Nevezetesen az elegend8ség i szerinti indukciéval bi-
zonyithaté, a sziikségesség pedig az A =7, € levezetés lépéseinek szama szerinti in-
dukciéval.) Tovdbbé az iterdcids algoritmus termindl, mivel H; C Hy C ... N, ezért
van olyan iy, hogy H;, = H;,4+1. Az is konnyen lathaté, hogy ezen ip-ra H;,41 =
H; 2 = .... Az eddig elmondottakbdl kovetkezik, hogy A € H;,, akkor és csakis akkor
teljesiil, ha A =* ¢, tehdt a H = H;, véilasztis megfelel$ lesz. (Mellesleg ¢ € L(G)
akkor és csak akkor, ha S € H.)

Most megadjuk Gi-et, amihez definidljuk P; szabalyhalmazt a kovetkezéképpen.
Legyen P; a legsziikebb olyan halmaz, melyre teljesiil, hogy

- minden olyan A — « € P szabdly esetén melyre a # ¢,

- minden olyan A — «1 szabdly Pj-ben van, melyre a; # € és ay tgy keletkezik
a-bdl, hogy toroljik beléle H-beli nemtermindlisok 0 vagy tobb eléfordulasat.

(Példdul, ha A, B € H és az A — aCBbAB szabdly P-beli, akkor az A — aCBbAB,
A — aCbAB, A — aCBbB, A — aCBbA, A - aCbB, A — aCbA, A — aCBb és
A — aCb szabalyok mindegyike Pj-ben lesz. Ugyanakkor, ha C' — AB is P-ben van,
akkor a C — A és a C — B szabdlyok is P;-be keriilnek, de C' — ¢ mir nem.)

Végiil legyen G7 = (N, 3, P;,S). Nyilvanvalé az, hogy G1 e-mentes lesz, hiszen az
ay # ¢ feltétel miatt egyetlen e-szabalyt sem vettiink fel Pj-be. Ugyanakkor az

L(G1) = (L(G) — {e})

feltétel is teljesul, ami a kovetkezOképpen lathaté be.

Egyrészt L(G1) C (L(G)—{e}), mivel ha vesziink egy G;-beli levezetést, akkor abban
minden olyan A — a1, P;-beli szabdly alkalmazdsa, amely nincs P-ben, helyettesitheté
azon A — «, P-beli szabdallyal amelyb6l A — «a; keletkezett és azon nemtermindlisok
e-ra torténd levezetésével, amelyeket a-bdl elhagytunk.

A forditott irdnyd (L(G) — {e}) C L(G:) tartalmazis pedig azért igaz, mert ha al-
kalmazunk egy A — a P-beli szabdlyt, majd a-bdl egy e-tdl kiillonb6z6 szt vezetiink
le igy, hogy ugyanakkor az a-ban szerepld 0 vagy tobb nemtermindlisbdl e-t vezetiink
le, akkor A — « alkalmazisa helyettes “thetd egy olyan A — a3 Pi-beli szabdly alka-
Imazdsdval, melyet A — a-bdl kaptunk.

b) Most masodik 1épésként, a G ismeretében megadjuk a lemméban szerepld G'-t a
kovetkezdképpen. Ha e ¢ L(G) (vagyis, ha S ¢ H), akkor legyen G’ = G4, kiilonben
pedig legyen G' = (NU{S'}, X, PLU{S" — 5,5 — €}, 5"). Nyilvdnvalé, hogy mindkét
esetben G’ is e-mentes, és L(G') = L(Q). 0

2.6. Példa. Legyen G az aldbbi nyelvtan:
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S — ABC
A — BB]|e
B — CCla
C — AA|b.

Adjuk meg a G-vel ekvivalens e-mentes nyelvtant!

Az 2.5. Lemmaban leirt médon el6szor meghatirozzuk azon nemtermindlisok H hal-
mazat, amelyekbdl levezetheté . Kapjuk, hogy Hy = {A}, Hy = {A,C}, H3 =
{A,C,B}, Hy = {S,A,C,B} és Hs = {S, A,C, B}, tehat H = {S, A, C, B}. Mellesleg
e € L(G), mivel S € H.

A kovetkez6 1épésben megkonstrudljuk Gi-et:

S — ABC|AB|BC|AC|A|B|C

A — BB|B

B — CC|C]|a

C — AA|A|b.
Ezen Gi-re L(G1) = (L(G) — {e}). A G-vel ekvivalens G’ e-mentes nyelvtant gy
kapjuk, hogy G, szabdlyaihoz hozzdvesszik még az S’ — S és S’ — ¢ szabdlyokat, ahol
S’ lesz az 1ij kezd8szimbolum. O

2.1.3. A felesleges szimbdlumok elhagyisa

A kornyezetfiiggetlen nyelvtan definicidéja megenged olyan redundéns eseteket is, melyeket
a gyakorlatban célszerii elkeriilni. Példaul tekintsik azt a nyelvtant, melynek szabalyai
S — alaB, A — b és B — Bec. Nyilvanvald, hogy ez a nyelvtan ekvivalens az egyetlen
S — a szabdlyt tartalmazé nyelvtannal, mivel az S — aB, A — b és a B — Bc
szabalyok nem alkalmazhatdék egyetlen olyan levezetésben sem, amelyik S-b6l indul ki
és egy termindlis széban végzédik. Az A — b szabdly esetén ennek az az oka, hogy
az A nemtermindlis "nem érhet6 el” S-bél kiindul6 levezetéssel, mig az S — aB és
a B — Bc szabdlyok azért nem alkalmazhatéak, mert (habar B elérheté S-bél) B-
b6l nem vezethetd le egyetlen terminalis sz6 sem. Ebben a részben az ilyen "rossz”
tulajdonsigokkal rendelkez6 szimbdélumok felderitésére és kiszlirésére alkalmas algorit-
musokat adunk meg.

2.7. Definicié. Legyen G = (N,X, P, S) egy kornyezetfiiggetlen nyelvtan. Az X €
(N U X)) szimb6lumrél azt mondjuk, hogy haszndlhatd, ha vannak olyan z,y,z € ¥*
szavak, amelyekre S =* x Xz =* zyz. (Megjegyezziik, hogy ha X € X, akkor X = y.)

O

Célunk egy olyan algoritmus megadasa amellyel koérnyezetfiiggetlen nyelvtanokbdl

ki tudjuk szfirni a nem hasznilhat6 (vagy felesleges) szimbdélumokat és ezdltal min-

den kornyezetfuggetlen nyelvtanhoz meg tudunk adni egy vele ekvivalens, és csak

hasznilhat6 szimbdlumokat tartalmazé nyelvtant. Ezt két lépésben érjuk el, el6szor
az un. nem terminalé nemtermindlisokat sziirjiik ki.

2.8. Definicié. Legyen G = (N, X, P, S) egy kornyezetfiiggetlen nyelvtan. Az A € N
nemtermindlisrél azt mondjuk, hogy termindld, ha van olyan z € X* szd, amelyre
A ="z O
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A fenti definiciébdl kovetkezik, hogy L(G) # () akkor és csak akkor &ll fenn, ha S

termindlo.

2.9. Lemma. Legyen G = (N, X, P, S) egy kornyezetfuggetlen nyelvtan. Ha L(G) # 0,
akkor megadhat6 olyan G; = (Ny, %, Py, S) kornyezetfiiggetlen nyelvtan melyre L(G) =
L(G,) és minden Nj-beli nemtermindlis termin4lé.

Bizonyitas. Eloszor kiszamoljuk az N-beli termindlé nemtermindlisok U halmazat. U
a kovetkezd iterdcidval hatarozhaté meg. Legyen

(i) Legyen Uy = {A € N |(3FA — z € P) valamely = € ¥*-ra} és legyen i = 1.
(ii) Legyen U;y; =U; U{A € N|(3A — «a € P) ugy, hogy a € (U; UX)*}.

(iii) Ha Uj41 = U;, akkor alljunk meg, kiilonben legyen ¢ = ¢ 4+ 1 és hajtsuk végre az
(ii) 1épést.

Megint csak konnyen igazolhaté, hogy minden A € N-re, akkor és csakis akkor teljesiil
A =% z valamely z € ¥*-ra, ha van olyan 4, hogy A € U;. (Az elegenddség most is i
szerinti indukciéval bizonyithaté, mig a szikségesség az A =7, z levezetés 1épéseinek
szdma szerinti indukciéval.) Tovabbd az iterdcids algoritmus terminél, mivel Uy C Us C

.. N, ezért van olyan iy, hogy U;, = Uj,4+1. Az is konnyen lathatd, hogy ezen ip-ra
Uip+1 = Ujg42 = .... A fentiekbdl kovetkezik, hogy A € U;,, akkor és csakis akkor
teljestil, ha A termindld, tehat az U = U, valasztas megfelel6 lesz.

Melléktermékként kapjuk, hogy L(G) # () akkor és csak akkor, ha S € U.

Most megadjuk a Gi nyelvtant. Ha L(G) # 0 (tehat, ha S € U), akkor legyen
N; = U, élljon P; azon P-beli szabdlyokbdl, amelyek csak (N1 UX)-beli szimb6lumokat
tartalmaznak, és legyen G = (N1, %, Py, S).

Nyilvdnvalé az, hogy minden Ni-beli nemterminglis termindl6. Azt kell még igazolni,
hogy L(G1) = L(G), més széval, hogy minden z € ¥*-ra, S =7, x akkor és csakis akkor,
ha § =g = Ha S =, =, akkor S = z is sziikségszeriien teljesiil, mivel P, C P.
Forditva, ha S =, z, akkor valamennyi ebben a deriviciéban szereplé nemtermindlis
termindld, tehat valamennyi ebben a deriviciéban szerepld szabély Pi-ben is ott van.
Ezért S =¢, = O

A kovetkez6kben a nem elérhetd szimbdlumok kisziirésével foglalkozunk.

2.10. Definicié. Legyen G = (N, X, P, S) egy kornyezetfiiggetlen nyelvtan. Az X €
(N U X) szimb6lumrdl azt mondjuk, hogy elérhetd, ha vannak olyan a, 8 € (N U X)*-
beli szavak, amelyekre S =* aXf. (M4ds széval X elérhet8, ha eléfordul valamely
mondatforméban.) O

2.11. Lemma. Legyen G = (N, X, P, S) egy kornyezetfiiggetlen nyelvtan. Ha ¥-ban
van legaldbb egy elérhet6 termindlis, akkor megkonstrudlhaté olyan G' = (N, X/, P', S)
kornyezetfiiggetlen nyelvtan melyre L(G) = L(G") és G'-nek minden szimbdluma elérhetd.

Bizonyitds. Elészor kiszdmoljuk az (N U X)-beli elérhetd szimbélumok H halmazit.
H a kovetkezd iterdcidval hatarozhaté meg. Legyen

(i) Legyen Hy = {S} és legyen i = 0.
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(ii) Legyen Hj11 = H;U{X € (NUZX)|(3A — aXp € P) 1gy, hogy A € H;}.

(iii) Ha H;11 = H;, akkor &lljunk meg, kiilonben legyen i =i + 1 és hajtsuk végre az
(ii) 1épést.

Igazolhat4, hogy minden X € (N U X) esetén, X akkor és csakis akkor érhetd el, ha
van olyan i, hogy X € H;. Tovabba, az iteracios algoritmus terminal, mivel Hy C H; C
...(N UZX), ezért van olyan iy, hogy H;, = Hj,+1. Ezen ip-ra Hij11 = Uj,42 =
A fentiekbdl kovetkezik, hogy X € H;,, akkor és csakis akkor teljesiil, ha X elérhetd,
tehat a H = H;, valasztas megfelel6 lesz.

Most megadjuk a G’ nyelvtant. Legyen N' = NN H, ¥ = ¥ N H és &lljon P’
azon P-beli szabédlyokbol, amelyek csak (N’ U X')-beli szimbdlumokat tartalmaznak.
Amennyiben Y/ # ), legyen G' = (N', %/, P, S).

Nyilvdnvalé az, hogy minden (N'UX')-beli szimbolum elérhetd. Azt kell még igazolni,
hogy L(G') = L(G), vagyis, hogy minden z € X*-ra, S =, = akkor és csakis akkor, ha
S =t x. Ha S =7, z, akkor S =¢, = most is sziikségszertien teljesiil, mivel P’ C P.
Forditva, ha S ={, =, akkor valamennyi, ebben a deriviciéban szerepld szimbélum
elérhetd, tehat valamennyi, ebben a deriviciéban szerepld szabdly P’-ben is ott van.
Ezért S =7, . O

A termindlé tulajdonsédgra és a szimbdélumok elérhetéségére vonatkozd eredményeink
kombinalasiaval kapjuk a kovetkezd tételt.

2.12. Tétel. Legyen G = (N, X, P, S) egy kornyezetfiiggetlen nyelvtan. Ha L(G) # 0
és Y-ban van elérhetd termindlis, akkor megkonstrudlhaté olyan G' = (N', X', P',S)
kornyezetfiiggetlen nyelvtan melyre L(G) = L(G") és G'-nek minden szimb6luma haszndlhaté.

Bizonyitas. Eloszor alkalmazzuk G-re az 2.9. Lemmdéban szereplo algoritmust. Ha
L(G) # 0, akkor konstrudljuk meg a G-vel ekvivalens G; = (N1, %, P;, S) nyelvtant,
melynek minden nemtermindlisa termindld.

Ezutan alkalmazzuk a 2.11. Lemmaban szerepl6 algoritmust Gi-re. Ha X-ban van
legaldbb egy elérhetd termindlis (vagyis, ha ¥ N H # ), akkor konstrudljuk meg G' =
(N',%', P', S) nyelvtant.

Allitjuk, hogy ez a nyelvtan eleget tesz a tételben szerepld feltételeknek. Valéban, az
2.9. és a 2.11. Lemmak miatt L(G) = L(G1) = L(G").

Azt is megmutatjuk, hogy G’ minden szimbéluma haszndlhaté. Indirekt médon bi-
zonyitunk. Tegyiik fel, hogy van olyan X € (N'UY') szimbélum ami nem hasznélhato,
vagyis nem léteznek olyan z,y,z € X'* szavak, amelyekre S =¢, Xz =§, zyz. Ez
kétféleképpen lehetséges.

Egyrészt lehet tigy, hogy mar az S =, Xz derivicié sem teljesiil semmilyen z,y €
Y"*-ra. Ugyanakkor, mivel G' minden szimbd6luma (és igy X is) elérhetd, vannak olyan
a,f € (N'UX') szavak, melyekre S =7, aXp. Mivel G’ definiciéja miatt P’ C
Py, az is igaz, hogy S =, aXp. Tovibba, mivel Gi-ben minden nemtermindlis
termindld, vannak olyan z’,y’ € X* szavak, melyekre S =¢, z'Xy’. Viszont ebben a
levezetésben szerepld valamennyi szimb6lum elérhetd, tehét o', y' € X és S =7, 2’ Xy/
is teljestilnek, ami ellentmond feltevésuinknek. fgy az elsO eset nem lehetséges.

Marad a mésodik eset, vagyis amikor léteznek olyan z,z € ¥'* szavak, amelyekre
S =% ©Xz, de X =%, y nem teljesiil semmilyen y € X"*-ra. Ez csakigy lehet, ha
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X € N’ és X nem termindlé G'-ben. Ugyanakkor, mivel G1-ben minden nemtermindlis
termindlé, és N’ C Np, van olyan ¢’ € ¥* melyre X =7 ¢". De ekkor a P' C Py
feltétel miatt azt kapjuk, hogy S =g, Xz =g, zy'z. Mivel minden, ezen derivdciéban
szerepld szimbolum elérhetd, kapjuk, hogy S =6 Xz = z1y'z, ami ellentmondés.
Osszevetve azt kaptuk, hogy G' minden szimbdluma haszndlhaté. O

2.13. Példa. Legyen G az alabbi szabdlyokbdl 4116 nyelvtan:

S — A|B

A — aB|bS|b

B — AB|Ba

C — AS|b.
Konstrudljuk meg a G-vel ekvivalens azon G’ nyelvtant, melynek minden szimb6luma
hasznalhato!

Az 2.12. Lemmaban szerepld algoritmust kovetve, elészor meghatiarozzuk G terminald
nemtermindlsait, az 2.9. Lemméban megadott médon. Kapjuk, hogy Uy = {4,C},
Uy = {S,A,C}, Us = {S,A,C}, tehit G-ben csak a B nem termindlé. Csak azokat a
szabdlyokat tartjuk meg, amelyekben S, A, C, a és b szerepelnek. fgy kapjuk az alabbi
G1 nyelvtant

S —- A
A — bS|b
cC — AS|b.

Most az 2.11. Lemméaban megadott médon kiszamoljuk az S-bél elérhetd szimbdolumokat.
Ekkor Hy = {S}, H; = {S, A}, Hy = {S, A,b}, H3 = {S, A, b}, tehdt a G1-ben elérhetd
szimbolumok S, A és b. Csak ezen szimbdlumokbdl 4116 szabalyokat megtartva kapjuk
G'-t:

S = A
A — bS|b.

2.1.4. A balrekurzié megsziintetése

2.14. Definicié. Legyen G = (N,X, P, S) egy kornyezetfiiggetlen nyelvtan és legyen
AeN.

- Azt mondjuk, hogy A kozvetlenil balrekurziv G-ben, ha P-ben van A — A« alakud
szabdly.

- Tovabbé, A balrekurziv G-ben, ha van olyan « szb, amelyre A =1 Aa.

- Végiil a G nyelvtan balrekurziv, ha tartalmaz legalabb egy balrekurziv nemter-
minalist.

O
A fenti definiciébdl kovetkezik, hogy minden kozvetleniil balrekurziv nemtermindlis
egyuttal balrekurziv is. Példaul az aritmetikai kifejezéseket generdld G,

-K—-K+T,K->T,

T T+«F,T—F,
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-F—>(K),F—a

esetében a K nemterminalis kozvetleniil balrekurziv, és igy G, is balrekurziv.

Tetszbleges G nyelvtan és A nemtermindlis esetén nyilvdnvalé annak megallapitasa,
hogy A kozvetleniil balrekurziv-e G-ben: csak meg kell nézni, hogy G-nek van-e A —
A« alaki szabdlya. Annak eldontése, hogy A balrekurziv-e mir nem ilyen egyszert,
ugyanakkor nem is nehéz.

2.15. Lemma. Teteszbleges G = (N, %, P, S) nyelvtan és A € N esetén eldonthetd,
hogy A balrekurziv-e G-ben.

Bizonyitds. Szdmoljuk ki a Hy = {B € N|A =}, By} halmazt és nézziik meg, hogy
A € Hy teljesiil-e. Hy kiszamitasa a kovetkezo iteracids algoritmussal torténik:

1. Legyen i =0és H;={B € N)|A — Ba € P};
2. Legyen H;11 = H;U{B € N |3(C € H;) : C - Ba € P};
3. Ha H;,; = H; akkor alljunk meg, kiilonben legyen ¢ = ¢ + 1, és menjiink 2-re;

Nyilvanvalé annak igazoldsa, hogy az algoritmus véges 1épés utan H; = H, mellett
termindl. O
Most kifejlesztiink egy olyan mddszert, amellyel a balrekurzié kikuszobolhetd egy
nyelvtanbdl anélkiil, hogy az altala generalt nyelv megvéltozna.
Szukségiink lesz a kovetkez6 lemmara.

2.16. Lemma. Legyen G = (N, X, P, S) kornyezetfliggetlen nyelvtan és legyen A —
aBp € P (vagyis tekintsitk G-nek egy olyan szabalyat melynek jobb oldaldban szerepel
legaldbb egy nemtermindlis). Legyenek a B bal oldald szabdlyok B — ~i|...|Vn-
Legyen

P'=(P—-{A— aBB})U{A = amfB,...,A = ayf(},

és G = (N, %, P!, S). Akkor L(G) = L(G").

Bizonyitds. Az L(G') C L(G) tartalmazds nyilvdnvalé. Val6ban, minden G’-beli
levezetésben alkalmazott P’-beli szabédly vagy P-ben is benne van, vagy A — a3
alaki, ahol 1 < ¢ < n. Ez utébbi szabaly alkalmazisa azonban helyettesithet6 az A =¢
aBf =¢ avif, két 1épéses G-beli levezetéssel. Ilyen médon minden G'-beli levezetés
szimuldlhaté G-beli levezetéssel. A forditott irdnyu L(G) C L(G') tartalmazist a
kovetkezOképpen bizonyitjuk. Legyen x € L(G). Ekkor S =, x. Ha ezen levezetésben
nem alkalmaztuk az A — «aBf3 szabalyt, akkor minden alkalmazott szabdly P’-ben is
benne van, tehdt S =7, z. Ellenkez6 esetben tekintjilk S =, z-ben az A — aBf
szabdly legels$ alkalmazasit és felirjuk a levezetést

S :>Zv OdlAﬂl
=g a1aBpB (ez A — aBp els alkalmazdsa)
i B,
=>¢ odjdvpB, (a B helyettesitése)

=% didzyyl =2
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alakban. Ez a G-beli levezetés azonban helyettesithet6 a kovetkezo levezetéssel:
S =L adpf (eddig nem alkalmaztuk A — aB/f-t)
=a aayB61 (mert A — avy;B € P')
=y bl
=% shalziy'y) = .

Ezaltal egy olyan ”vegyes” levezetést kaptunk melyben mind P mind P’-beli szabalyok
szerepelnek, ugyanakkor az A — aBf szabilyt eggyel kevesebbszer alkalmaztuk benne
mint az eredeti levezetésben. A fenti eljardst iterdlva (vagyis az A — aBf szabalynak
mindig a legelsd alkalmazdsit tekintve) végiil az x szénak egy olyan levezetését kapjuk,
amelyben az A — aBf3 szabdly nem szerepel, tehat amely G'-beli. Kovetkezésképpen
z € L(G). 0

Amennyiben egy G’ nyelvtan egy G nyelvtanbdl az 2.16. Lemmdaban leirt médon
all els, akkor azt mondjuk, hogy G’-t 1 tipust transzformdciéval kapjuk G-b6l. Az 1
tipusud transzformécié tehat megérzi a nyelvtan altal generdlt nyelvet.

Az 1 tipusu transzformécié akkor is miikodik, ha az A — aBpf szabdlyban A = B.
Tegyiik fel példdul, hogy az A — aAA szabdly G-beli, és A alternativii A — aAA|b.
Ekkor 1 tipusu transzformdaciét hajtunk végre G-n, ha az A — aAA szabilyt toroljuk
és helyette bevesszik az A — aaAAA|abA szabdlyokat. Az igy kapott G'-ben az A bal
oldali szabélyok tehdt A — aaAAA|abA|b lesznek.

Most egy ujabb transzforméciét ismertetunk, amely a kozvetlenul balrekurziv sz-
imbélumok szdménak csokentésére irdnyul.

2.17. Lemma. Legyen G = (N,X, P, S) kornyezetfiiggetlen nyelvtan, legyen A € N
kozvetleniil balrekurziv, és legyenek az A bal oldalt szabalyok A — Ay |...| Aoy |B1] ... | Bm.s
ahol (1, ..., B egyike sem kezd&édik A-val. Legyen

- Ny =NU{A'}, ahol A" ¢ (N UX) egy 1j nemterminalis,

- legyen P, = (P — {A — Aay,..., A = Aay}) U P, ahol
P = {A-pBA,...,A—> B,A"}
u {4 - ad,.... A - a,A"}
u {4 - ag,...,A = a}.
- és végiil legyen G = (N1, %, P1, S).
Akkor L(G) = L(G1) és A nem kozvetleniil balrekurziv G-ben.

Bizonyitds. (Vézlat.) Az &allitds mdsodik része nyilvanvalé. Az L(G) = L(Gh)
egyenldség igazolasihoz elegendd megmutatni, hogy minden C' € N-re és x € X *-ra,
C =, = akkor és csakis akkor, ha C' =¢, | =.

Tegyuk fel, hogy €' =, , z. Ezen levezetésben szerepl6, nem A-ra vonatkozé helyettesitések
G1-ben is elvégezheték, mert a nem A bal oldald szabdlyok P;-ben is benne vannak.
Az A nemtermindlisbdl kiindulé rész-derivacidk pedig

A =aG,l Ay =Gl - =Gl Aaik - 041 =al ﬂjaik e 751 :>Z’,l YjLik - - - Til

alakiak. Ez a rész-derivacid viszont helyettesithet6 az

! ! ! !
A iGl,l ,BJA :>Z’1,l yjA :>G1,l yjozz-kA :>*Gl,l yj-TikA $G1,l - iGl,l YjTik - - - 041 :>Z‘1,l YjTik - -

- L1
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G1-beli derivicidval. fgy C =4, = is teljesil. A formalis bizonyitds a C' =¢;
levezetés hossza szerinti indukcidval végezhet el. A megforditott irdnyu kovetkeztetés
hasonléan végezhet6 el. O

Amennyiben egy G nyelvtan egy G nyelvtanbdl az 2.17. Lemmaban leirt médon
all eld, akkor azt mondjuk, hogy Gi-et 2 tipusi transzformiciéval kapjuk G-bél. A
lemma, szerint a 2 tipusu transzformdcié is meg6rzi a nyelvtan &altal generdlt nyel-
vet, tovabbd, eggyel csokkenti a nyelvtanban szereplé kozvetleniil balrekurziv nemter-
minglisok szamdat. (Valéban, az 2.17. Lemméban szereplé G nyelvtanban A kozvetleniil
balrekurziv, de G1-ben mdr nem, ugyanakkor A’ pedig nem kozvetleniil balrekurziv G-
ben).

A 2 tipusi transzforméciéra vonatkoz6 eredményekbdl azonnal adddik adédik a kovetkezd
tétel.

2.18. Tétel. Tetszbleges G = (N, %, P,S) kornyezetfiiggetlen nyelvtanhoz megkon-
strudlhaté olyan G4 = (N1, %, Py, S) kornyezetfiiggetlen nyelvtan amely nem tartalmaz
kézvetleniil balrekurziv nemterminalisokat és amelyre L(G) = L(G1).

Bizonyitas. G-bdl kiindulva, addig alkalmazzuk a 2 tipusu transzformaciét, amig el
nem fogynak a kozvetleniil balrekurziv nemtermindlisok. O
Végiil kimondhatjuk ezen rész f6 eredményét.

2.19. Tétel. Tetszbleges G kornyezetfiiggetlen nyelvtanhoz konstrudlhaté olyan G’
nem balrekurziv kornyezetfiiggetlen nyelvtan, amelyre L(G) = L(G').

Bizonyitas. Legyen G = (N, %, P, S). Hajtsuk végre a kovetkezd algoritmust.

(1) Az 2.18. Tételben szereplé médon kuszoboljik ki G-bél a kozvetlentl balrekurziv
nemtermindlisokat.

(2) Ha ezek utdn G-ben nem marad balrekurziv nemtermindlis, akkor készen vagyunk.
(Megjegyezziik, hogy az 2.15. Lemma szerint ez a tulajdonsdga G-nek algoritmikusan
eldonthetd.)

Ellenkez6 esetben vegyiink egy A nemtermindlist amely balrekurziv G-ben. Legyenek
az A bal oldali szabdlyok A — v1|... |7,. Mivel A nem kozvetlenil balrekurziv, a
Y1,---,Yn szavak egyike sem kezdddik A-val. Mdsrészt A = Aw, tehdt P-ben lennie
kell olyan B — Af szabdlynak, melyre B # A. Vegyiink egy ilyen szabalyt. Toroljiik
P-bél ezt a B — A szabdlyt és vegylik be helyette a B — y13|... |y,0 szabdlyokat.
Ezéltal G-n egy 1 tipusu transzforméciét hajtunk végre, tehat a nyelvtan altal generalt
nyelv nem valtozik.

Amennyeiben a fenti eljirdst minden B — Af alaki szabélyra elvégezziik, A nem
lesz balrekurziv (mert A helyére mindig A alternativéit helyettesitjitk, amelyek nem
A-val kezdédnek). Eziltal csokkenteni tudtuk G rekurziv nemtermindlisainak szdmat
eggyel. Ugyanakkor az igy kapott nyelvtanban djra lehetnek kozvetleniil balrekurziv
nemtermindlisok (mert valamelyik «; kezd6dhet B-vel). Ezért folytassuk az algoritmust
az (1) pontban.

Belathatd, hogy az algoritmus termindl és nem balrekurziv nyelvtant ad végeredményiil.
Ez amiatt van, mert az (1) pontban nem keletkeznek djabb balrekurziv nemtermindlisok
(1d. 2 tipusd transzformécié), a (2) pont pedig mindig csokkenti a balrekurziv nemter-
minglisok szamat. o
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2.20. Példa. Legyen G a kovetkezd nyelvtan:
S — BC]|a

B — CS|Sb
C — SB|CC]a.
Adjuk meg a G-vel ekvivalens nem balrekurziv nyelvtant.

1. lépés Megsziintetjiik a kozvetlen balrekurziét. Egyetlen kozvetlen balrekurziv nemter-
mindlis van, a C. A 2 tipusi transzformécié C-re torténé alkalmazdsaval a kovetkezd

nyelvtant kapjuk:
S — BC|a

B — CS|Sb

C — SB|a|SBC'|aC’

c - cl|oc
2. lépés A kapott nyelvtanban meghatirozzuk a balrekurziv szimbolumokat. Az
2.19. Lemmaban szerepld algoritmust alkalmazva kapjuk, hogy Hg = Hp = H¢o =
{B, C, S}, tehdt mindhdrom nemtermindlisunk balrekurziv. Elészor S balrekurzivitdsét
sziintetjuk meg. Ehhez a B — Sb, C — SB és C — SBC' szabéalyokra kell 1 tipust
transzformdciét alkalmazni (dgy, hogy mindhdrom szabély esetében S helyére az alter-
nativdit helyettesitjiik). Ekkor az aldbbi nyelvtant kapjuk:

S — BC|a

B — CS|BCb|ab

C — BCB|aB|a|BCBC'|aBC'|aC'

c - cl|ocd
Ezen nyelvtan esetében Hg = {B,C}, tehdt S mar nem balrekurziv. Ugyanakkor B
kozvetleniil balrekurziv lett, tehat a kovetkez6 1épésben ezt kell megsziintetni.
3. lépés B kozvetleniil balrekurzivitasanak megsziintetése. A megfelelé 2 tipusi tran-

szformacié alkalmazéasaval a kovetkez6 nyelvtant kapjuk.
S — BC]la

B — (CS|ab|CSB'|abB’
B" — Cb|CbB'
C — BCB|aB|a|BCBC'|aBC"|al’
c - c|cc
Most Hg = Hc = {B,C}, tehdt mind B mind C balrekurziv. Az algoritmus B
balrekurzivitdsdnak megsziintetésével folytatédhat. A befejezést az olvaséra bizzuk. O

2.2. Kornyezetfiiggetlen nyelvtanok normalformai

El6szor tesziink egy olyan észrevételt, melyre kés6bb sziikségiink lesz.

2.21. Eszrevétel. Vegyik a G = (N, %, P, S) kornyezetfiiggetlen nyelvtant és az alabbi
sorrendben futtassuk le ra a kovetkez6 algoritmusokat:

e c-mentesités (2.5. Lemma)
e lincszabdly mentesités (2.2. Lemma)

o felesleges szimbélumok elhagydsa (2.12. Lemma).
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Ha az algoritmusokat a fenti sorrendben hajtjuk végre, akkor egyik algoritmus sem ron-
tja el a nyelvtannak azt a tulajdonsigat, amelyet az 6t megel6z6 algoritmus eredményezett,
ezért eredményiil egy e-mentes, lancszabdly mentes nyelvtant kapunk, mely nem tar-
talmaz felesleges szimbdlumokat.

a
(Megjegyezziik, hogy ez nem lenne igaz ha, példdul, el6szor a ldncszabdly mentesitést

majd utdna az e-mentesitést hajtanank végre. Valéban, az e-mentesitéssel ujabb lancszabalyok
keletkezhetnek.)

2.2.1. Chomsky-normadlalakra hozas

Ebben a fejezetben bevezetjiik a Chomsky normalform&ja kérnyezetfiiggetlen nyelvtan
fogalmat és megmutatjuk, hogy minden G kornyezetfuggetlen nyelvtanhoz van vele
ekvivalens Chomsky normalformaji kérnyezetfiggetlen nyelvtan.

2.22. Definicié. Egy G = (N, %, P, S) kornyezetfiiggetlen nyelvtan Chomsky-normdlformdji
(vagy Chomsky normélalakban van), ha P-ben csak S — ¢, A — BC és A — a alakd
szabdlyok vannak.

2.23. Tétel. Minden G = (N, %, P, S) kérnyezetfiiggetlen nyelvtanhoz van vele ekvi-
valens Chomsky-normélformdji G' = (N', X, P', S) kornyezetfiiggetlen nyelvtan.

Bizonyitas. A 2.21. Eszrevétel értelmében feltehetjiik, hogy G ¢- és lancszabdly mentes.
Ezek utdn G'-t két 1épésben konstrudljuk meg.

1. lépés: Megadunk egy G1 = (N1, %, P1, S) nyelvtant, mely ekvivalens G-vel, és csak
S —>e A—aés A— Ap...A, alaku szabdlyokat tartalmaz, ahol a € X, n > 2 és
A Aq,..., A, € N. Evégett legyen

e Ny=NU{d |a€X}
e P a legsziikebb halmaz, amire a kévetkezok teljesiilnek:

—haS—eeP,akkor S € P,
—haA—a€P,akkor A >a€ P
—ha A— X;...X,, € P,ahol n > 2, akkor A — X7 ... X}, € P, ahol
X;, ha X; € N
X! =
a,ha X;=a€cX
— minden a € X-ra legyen o’ — a € P;.

Konnyti beldtni, hogy L(G1) = L(G). Jeldljiik evégett minden w € ¥* esetén H,,-vel
az Osszes olyan w' sz6 halmazdt, melyeket igy kapunk w-bél, hogy valamennyi (esetleg
0) benne szerepld a € % betiit a’-vel helyettesitiink.

Ekkor n szerinti indukciéval igazolhaté a kovetkezd allitds: minden A € N és w € ¥*
esetén

A=tw < (' € Hy) A= w'.
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Tovabbd, nyilvdnvald, hogy minden w' € Hy-re, w' =7 w, aholm = |w|. Kévetkezésképpen
S=6w < (3w € Hy)S =& v =6 w,

tehat L(G1) = L(G).
2. lépés: Most megkonstrudljuk G1-bél a kivant G' = (N', %, P', S) nyelvtant. Legyen
P' a legsziikebb halmaz, amire az aldbbiak teljestilnek:

e ha§ —¢c€ P, akkor § — ¢ € P,
e ha A—ac P, akkor A —ac P,
e ha A — BC € Py, akkor A — BC € P/,

e ha A— A;... A, (n>2) € Py, akkor

A -

(An—14n) — Ap14,

ahol (As...Ap),...,(Ap_14y) 4j nemterminglisok.

Legyen tovdabbd N’ = N U { 1j nemtermindlisok }.

Nyilvdnvalé, hogy G’ Chomsky-normélalakban van. Azt kell még megmutatni, hogy
L(G") = L(Gy).

Ehhez elegendé megmutatni, hogy minden A € N és w € ¥* esetén

A=G v = A=g w.

7= bizonyitasa: Tegyik fel, hogy A =G, w valamely m > l-re. m szerinti in-
dikciéval megmutatjuk, hogy A =7, ; w.

Ha m = 1, akkor egyetlen P1—beii szabalyt alkalmaztunk, amely definicié szerint
benne van P’-ben is, ezért A =G wis teljestl.

Ha A :>7G”1+ll w, akkor a levezetés felirhatd

A:>G1,l A, A, i@l’lwl...wn:w

alakban, aholaz A — A; ... A, szabdly P;-ben van és minden 1 < ¢ < n-re 4; :%;n; | Wis
valamely m; < m-re. fgy az indukcids feltevés miatt minden 1 <14 < n-re 4; =7, w;
is teljestil.
Misrészt, ha n = 2, akkor az A — A1 Ay szabdly P'-ben is benne van, tehét
A iG’,l A1A2 :>6’,l wiwy = Ww.

Ha viszont n > 2, akkor a fenti, (})-gal jelolt szabdlyok vannak P’-ben és ezért
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A =Sqy Ai(Ay.. Ap) (1)
:>E',l w1 <A2 - An)

=G’ ’wlAQ(Ag .. An)
:>*G’,l w1w2<A3 . An)

:>E’,l wiwsy ... wn—2<An—1An>
=a, Wiw2... Wn—2An_145
:>2",l WIW3 - . . Wy—_9Wp_1Wy = W.

7<” bizonyitisa: Most tegyiik fel, hogy A igl,,l w valamely m > 1-re. m szerinti
indikciéval megmutatjuk, hogy A :>*Gl;l w. Lényegében az el6z6 iranyd bizonyitdst
forditjuk meg.

Ha m = 1, akkor egyetlen P’-beli szabalyt alkalmaztunk, amely definicié szerint benne
van Pj-ben is, ezért A =G, W is teljestl.

Ha A :>T£:l1 w, akkor két eset lehetséges.

Az egyik, amikor a levezetés felirhaté A = ; A1 A :>7C7§,’l wiwe = w alakban, ahol
Ay, Ay € Ni. Ekkor az A — A1 A szabily P;-ben is benne van, mivel azokat véltoztatas
nélkil vettik 4t. Maésrészt, az indikciés feltevés miatt, ¢ = 1,2-re A; :>’g;1’l w;, tehat
A =Gyl AiAs :>Z‘1,l wiwe = w.

A mésik eset, amikor az A #E”,Tll w levezetés (11) alakban irhaté fel. Ekkor, ugyanc-
sak definici6é szerint az A — A;...A, szabdly P;-ben van. Maisrészt, az indukcié
feltevés szerint minden 1 < 7 < n-re A; :>?}1,l w; is teljesil. Mindezt Gsszevetve,

kapjuk, hogy

A:>G1,l AlAn :>*G’1,l Wi ...-Wp =wW.

2.2.2. Greibach normadlalakra hozas

Ebben a fejezetben bevezetjuk a Greibach normalforméaji kornyezetfiiggetlen nyelvtan
fogalmat és megmutatjuk, hogy minden G kornyezetfiiggetlen nyelvtanhoz van vele
ekvivalens Greibach normélform&ju kornyezetfiiggetlen nyelvtan.

El6bb azonban felelevenitiink néhany, a parcidlisan rendezett halmazokra vonatkozo
fogalmat.

Egy A halmaz feletti < C A x A relacié parcidlis rendezés, ha irreflexiv és tranzitiv,
azaz

e Va € A-raa £ a és
e VYa,b,c,€ A-ra, haa < bésb<c, akkor a < c.

Ha < parcidlis rendezés, akkor az (A, <) part parcidlisan rendezett halmaznak nevezziik.
A < parcidlis rendezés linedris rendezés, ha Va,b € A-ra a < bvagy b < a vagy a = b
teljesiil.

Kozismert, hogy minden parciilis rendezés bedgyazhat6 egy linedris rendezésbe. Ez
egy véges (A, <) parcidlisan rendezett halmaz esetében tigy is kimondhaté, hogy megad-
haté A elemeinek egy olyan aq,...,a, felsoroldsa, hogy V1 <i,j < n-re, ha a; < aj,
akkor ¢ < j.
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2.24. Definicié. Egy G = (N, %, P, S) kornyezetfiiggetlen nyelvtan Greibach-normdlformdji
(vagy Greibach normdlalakban van), ha P-ben birmely szabily S — ¢ vagy A — a«
alakd, ahol a € N*.

2.25. Tétel. Minden G = (N, %, P, S) kornyezetfiiggetlen nyelvtanhoz van vele ekvi-
valens Greibach-normélformdji G' = (N', %, P!, S) kornyezetfiiggetlen nyelvtan.

Bizonyitds. Legyen G = (N, X, P, S), € és lancszabdlymentes nyelvtan, mely nem
tartalmaz balrekurziv szimbélumokat. (Mindezt a 2.2. és 2.5. Lemmadk és a 2.19. Tétel
miatt az dltaldnossig megszoritdsa nélkil feltehetjik. A G' = (N', %, P!, S) nyelvtant
ismét két 1épésben adjuk meg.

1. lépés: Megadunk egy G-vel ekvivalens G; = (N, X, P, S) nyelvtant, amiben min-
den szabdly S — € vagy A — aa alaki, ahol a € (N U X)*.

Definidljuk evégett a < reliciét a nemterminalisok N halmaza, felett a kovetkezéképpen:
VA,Be N-te A< B < 3Ja: A=T Ba.

Ez a < relacié parcialis rendezés, mert:

- irreflexiv, mivel G nem tartalmaz balrekurziv szimb6lumokat (lasd 2.14. Definicié),

- tranzitiv, mivel ha A =T Ba és B =1 Cp, akkor A =T Cpa.

Agyazzuk be a < reldciét egy linedris rendezésbe, vagyis adjuk meg N-nek egy A1, As, ..., A,
felsoroldsat ami respektilja a <-t. Akkor ezen felsorolds rendelkezik a kovetkezé tula-
jdonséagokkal:

- minden 1 < 4,5 <n-re, A; -+ Aja € P esetén ¢ < j és

- minden 1 < ¢ < n-re és A; — y szabdlyra, v = € vagy -y elsé betiije termindlis vagy
az Aji1,...,A, nemtermindlisok valamelyike. (Tehdt A, minden alternativija
vagy € vagy terminalissal kezdddik).

Alakitsuk at G-t a kovetkezOképpen.
Minden ¢ =n —1,...,1-re

minden j =4+ 1,...,n-re
minden A; — Aja alaku szabdlyra hajtsunk végre 1-tipusd transz-
forméciét az A; - Ajaésaz Aj — y1|... |ym szabdlyokkal, ahol v ... |vm
az Aj osszes alternativai.

Vegytuk észre, hogy a j szerinti ciklus lefutdsa utdn A; minden alternativija vagy €
vagy termindlis betiivel kezdodik.

Ezért az i szerinti ciklus lefutdsa utén egy olyan Gy = (N, ¥, Py, S) nyelvtant kapunk,
amelyen minden szabdly S — ¢ vagy A — aa alaki, ahol a € (N U X)*. Tovabbé, G
ekvivalens G-vel, hiszen az dtalakitas soran csak 1-tipusu transzformécidkat hajtottunk
végre, melyek megdrzik a nyelvtan altal generédlt nyelvet (lasd 2.16. Lemma).

2. lépés: Most G1-bdl kiindulva megkonstrudljuk a keresett G' = (N', X, P!, S) nyelv-
tant. Legyen evégett
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- N'=NU{d |a€X},
- P’ a legsziikebb olyan halmaz, amire teljesil, hogy

-haS—¢e€ P, akkor S — ¢ € P,
-ha A—aX;... X, € P, akkor A — aX]...X], € P', ahol
sz{ X; ha X, eN
g ad haX,=acy,
- minden a € ¥-ra o’ — a € P'.

Nyilvdnval6, hogy Greibach normélalakban van. Tovabbd, L(G') = L(G:), ami
ugyanugy bizonyithatd, mint a 2.23. Tétel els6 1épésében. O
6sszefoglalés
Tetszbleges G = (N, X, P, S) nyelvtan dtalakithaté vele ekvivalens

- Chomsky normélalaki G' = (N', 3, P', S) nyelvtannd (14sd 2.23. Tétel).
(L(G) = L(G'") és minden szabédly S — ¢, A — BC vagyA — a alaki.)

- Greibach normélalaki G' = (N', 3, P!, S) nyelvtanna (ldsd 2.23. Tétel).
(L(G) = L(G") és minden szabdly S — ¢ vagy A — a« alakd, ahol a € N*.)

2.3. Parikh tétel

Jeloljik N-nel a nemnegativ egész szamok halmazat. KEbben a fejezetben koézponti
szerepet jatszanak majd az N feletti n > 1 dimenzids vektorok, melyek halmazdt N"-
nel jeloljik.

2.26. Definicié. Legyen n > 1 egy tetszOleges egész szam.
(1) Egy S C N"* halmaz linedris, ha van olyan k > 0 és vannak olyan tg, t1, ..., t; € N"
vektorok, hogy S = {to+ zk: njt; | nj > 0} (azaz S az Osszes to+niti + ...+ ngty
alaktd vektorok halmaza) .]:1

(2) Egy S C N* halmaz féllinedris, ha véges sok linedris halmaz egyesitése. O

2.27. Definicié. Legyen ¥ egy dbécé, és ¥ = {a1,...,a,} az 4bécé elemeinek egy a
tovabbiakban rogzitett felsoroldsa.

(1) Tetszbleges x € X*-ra az z a;-hosszdt |z|,;-val jeloljitk és értjik alatta az z-ben
szerepld a;-k szdmat (multiplicitdssal szdmolva).

(2) Definidljuk a par : £¥* — N leképezést a kovetkez6 médon: minden z € L*-ra
par(z) = (|z|ayy-- -, |%|a,). A par fuggvényt Parikh figguénynek, par(z)-et az x
Parikh vektordnak nevezzik.

(3) L C X* nyelv esetén par(L) = {par(z) | z € L}.
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(4) Ly és Lo nyelvek betiiekvivalensek, ha par(L,) = par(Ls). O

2.28. Példa. Legyen ¥ = {a,b} és z = abbab. Akkor |z|, = 2, |z|p = 3 és par(z) =
(2,3). Az L = {a"b" | n > 0} kornyezetfiiggetlen nyelvre par(L) = {(0,0),(1,1),(2,2),...}.
Az L' = {(ab)™ |n > 0} reguldris nyelvre par(L') = {(0,0),(1,1),(2,2),...}. Tehat L
és L' betliekvivalensek. O

Vegyiik észre, hogy ha egy L nyelvbdl gy allitunk eld egy L' nyelvet, hogy L bizonyos
szavaiban (esetleg mindben) a betiik sorrendjét megvéltoztatjuk (dtrendezziik), akkor
L és L' betiiekvivalensek maradnak.

Azt szeretnénk megmutatni, hogy az el6bbi példdban szerepld jelenség dltaldnosan is
igaz, vagyis minden kornyezetfuggetlen nyelvhez megadhaté vele betiiekvivalens reguldris
nyelv. Evégett el6szor bebizonyitjuk Parikh tételét. A bizonyitas el6tt felidézziik, hogy
egy A nemterminglis szimbdélum esetén D 4-val jeloljitk az A gyOkerii derivaciés fak hal-
mazat. Tovabbd, tetszbleges F' € D4 derivécios fa esetén fr(F)-fel jeloljik F hatarat,
vagyis a leveleir6l balrél jobbra haladva leolvashaté szimbdélumokbdl alkotott szdt.

2.29. Tétel. (Parikh tétele) Ha L kornyezetfiiggetlen nyelv, akkor par(L) féllinedris.

Bizonyitds. Legyen G = (N, X, P, S) egy kornyezetfiiggetlen nyelvtan és L = L(G).
Legyen U C N 1ugy, hogy S € U. Definidljuk Ly C ¥* nyelvet a kovetkezéképpen:
minden x € ¥*-ra z € Ly akkor és csak akkor, ha van olyan F' € Dg, melyre

e fr(F) =z (azaz F hatéra x),

e F' nemtermindlis csucsai pontosan U elemeivel vannak cimkézve oly médon, hogy
U minden eleme fel van hasznilva.

Akkor L = U Ly. (Valéban, mindegyik z € L-hez van olyan U C N melyre
UCN,SeU
S €U és ¢ € Ly, amit a kovetkezOképpen lithatunk be. Mivel z € L, van egy olyan

F derivaciés fa, melynek gyokere S, hatdra pedig . Legyen U azon nemtermindlisok
halmaza, melyek F' csicsaiban szerepelnek. Ekkor z € Ly.)

Kovetkezésképpen par(L) = |J par(Ly), tehdt annak megmutatdsihoz, hogy
UCN,SeU
par (L) féllinedris, elegendd igazolni, hogy tetszdleges (fix) U-ra par(Ly) féllinedris.

Allitds Tetszleges U C N-te, ahol S € U a par(Ly) halmaz féllinedris.
Bizonyitds Legyen ||U|| = r. Megadunk egy féllinedris K halmazt és megmutatjuk,
hogy K = par(Ly).

K megadisihoz bevezetiink tovabbi halmazokat.

(1) A H C Ly nyelvet a kovetkezOképpen definidljuk. Minden z € Ly-ra, z € H
akkor és csak akkor, ha az x Ly-hoz valé tartozasat igazold F € Dg derivéiciés fa
minden 1tjin (gyokértél levélig), minden nemterminédlis legfeljebb r + 1-szer fordul elé.
Vegyiik észre, hogy H véges.

(2) Minden A € U-ra definidljuk a H4 C *AYX* nyelvet a kovetkez8képpen. Minden
x1,To € X*-ra, r1Aze € H 4 akkor és csak akkor, ha van olyan F' € D4, hogy

- fr(F) = z,Axo,
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- F nemtermindlis cstcsai U elemeivel vannak cimkézve (de nem koveteljiik meg,
hogy U minden elemét fel is hasznéljuk),

- F minden Utjan minden nemtermindlis legfeljebb r 4 1-szer fordul el6.

Eszrevessziik, hogy minden A-ra H,4 véges.
Legyen

par(H) ={s1,...,8;}
és

U par(y(Ha)) = {t1,... . 1},

ahol y(Ha) = {y(z1Axz2) | z1Az2 € Ha} és y(x1Az2) = z122. Legyen tovdbbd minden
1 <4 <k-ra

l
Ki={si+) _mnjtj|n; >0}
7j=1

és végiil legyen
K=K U...UKj.
Nyilvanvalé, hogy K féllinedris vektorhalmaz, mivel linedrisok halmazok egyesitése.
Megmutatjuk, hogy par(Ly) = K.

K C par(Ly) bizonyitdasa:

Nyilvanvalé, hogy K a legsziikebb halmaz, amire igaz:
(i) Vi1 <i<kras; € K,
(ii) Vte K-raés 1 <j<lret+t; € K.

K felépitése szerinti indukciéval megmutatjuk, hogy minden ¢ € K-ra létezik z € Ly,
hogy t = par(z).

(i) Ha t = s;, akkor létezik x € H, hogy par(z) = t. Mivel H C Ly, x € Ly is
teljestl.

(i) Legyen t = t' + t;. Az indukciés feltevés, hogy vany olyan 2z’ € Ly, melyre
par(z') = t'. Akkor, az Ly definicidja miatt, 1étezik F € Dg derivicios fa dgy, hogy
fr(F) = z' és F nemtermindlis csicsai pontosan az U elemeivel vannak cimkézve.
Mésrészt létezik A € U és z1Axy € Hy gy, hogy par(y(z1Azs)) = par(zi1z2) = tj.
Akkor, a H, definicidja szerint, 1étezik F' € D4 gy, hogy fr(F') = z1Axs és F' belsd
csucsai U elemeivel vannak cimkézve.

Mivel 2’ € Ly, F pedig =’ deriviciés faja, F-nek van A-val cimkézett csticsa.

S A

F= /4 Fl = par(a’) =t

par(x1x2) = t;

z! z1 A
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Konstrudljuk meg az F" fit igy, hogy F-ben egy A-val cimkézett cstcs helyére az F'
fat helyettesitjiik.

,,,,,,,

Legyen fr(F") = z. Ekkor z € Ly, mivel F' nemterminalis csticsai pontosan U
elemeivel vannak cimkézve. Mésrészt par(z) = par(z') +par(z122) = t' +t; = ¢, vagyis
amit bizonyitani akartunk.

par(Ly) C K bizonyitdsa:

Megmutatjuk, hogy minden z € Ly-hoz létezik ¢ € K, hogy par(z) = t.

Legyen evégett x € Ly, akkor van olyan F € Dg, melyre fr(F) = z és F nemter-
minalis csiicsai pontosan U elemeivel vannak cimkézve. Két eset lehetséges.

1) F ttjain (gyokértdl levélig) minden nemtermindlis legfeljebb (7 + 1)-szer fordul el6.
Ekkor x € H, tehdt valamely 1 < 4 < k-ra par(z) = s;. Mivel s; € K, igy ez az eset
kész van.

2) F-ben van olyan 1t, melyen valamely nemtermindlis r + 1-nél tébbszor fordul
el6. Ekkor F-ben vannak olyan cy,...,c,41 csticsok, melyekre teljesiilnek a kovetkezo
feltételek.

e Minden 0 <4 < r-re ¢;41 a ¢; leszarmazottja.

® ¢y,C1,...,Cr+1 cimkéje ugyanaz a nemtermindlis, melyet jeloljiink A-val,
e A ¢ gyoOkerti részfiban (és igy a c1, ..., c 41 gyOkerii részfdkban is) minden dton

minden nemtermindlis legfeljebb r + 1-szer fordul elé.



2. KORNYEZETFUGETLEN NYELVEK 56

Legyenek Fy, F} ..., F,y1 rendre a ¢y, cy, ..., crp1 gyOkerii részfak és minden 1 <7 <
r + 1-re jelolje cimke(F;) C N azon nemtermindlisok halmazat, amelyek eléfordulnak
az F; fiban cimkeként. Mivel minden 0 < ¢ < r-re Fj11 az F; részfija, nyilvinvaléan
teljestl a

cimke(Fy41) C cimke(F,) C ... C cimke(F;) CU

tartalmazds. Mivel ||U|| = r, igy van olyan 1 < i < r, hogy cimke(F;) = cimke(Fj;1).

Jeloljiikk F'-vel azt a fat, amit ugy kapunk F-bdl, hogy benne azonositjuk a ¢; és c¢j11
csucsokat. Tovabb4 jeloljik F”-vel azt a fat, amit az F; f4b6l kapunk tgy, hogy toroljik
beldle az Fj, 1 részfat, kivéve annak c;41 gyokerét.

S
A
= =
I D)
fT'(F') =g fr(F”) = 214z,

Mivel Fj-re is igaz, hogy benne minden titon minden nemtermindlis legfeljebb r + 1-
szer fordul el§, fr(F") € Hu. Tehédt par(riz2) = t; valamilyen 1 < j < l[-re. Igy
par(z) = par(z') + par(z1z2) = par(z') + t;
valamilyen 1 < j </l-re
A tovébbiakban két eset lehetséges:

2.1) F' utjain (gyokértdl levélig) minden nemtermindlis legfeljebb r + 1-szer fordul
eld. Ekkor z' € H és ezért van olyan 1 < i < k, hogy par(z') = s;. Ekkor
par(z) = s; +tj € K.

2.2) Ha F' nem ilyen, akkor a 2)-ben leirt eljarast folytatva véges szdmu 1épés utén
kapjuk, hogy

l
par(z) = s; + antj € K.
j=1
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a
2.30. Lemma. Minden § C N" linearis halmazhoz van olyan L reguléris nyelv, melyre
par(L) = S.

Bizonyitas. Legyen S egy linedris halmaz. Akkor léteznek olyan tg,...,% € N* vek-
torok, hogy S = {to + 22:1 nit; | n1,...,m > 0}.
Tegyiik fel, hogy t; = (mj,,...,m;,), ahol m;,,...,m;, € N minden 0 < j <l-re.
Legyen ¥ = {a1,...,a,} egy n betlis 4bécé és legyen minden 0 < j < l-re z; a
kovetkezd sz6:
p— mjl Mjn
zj=a; ... an’".
Ekkor par(z;) = t;. Tovibba legyen
L =xzo(z1)" ... ()"

Nyilvédnvalé, hogy L reguldris nyelv és megmutathaté, hogy par(L) = S. Valdban,
mivel — méasképp felirva —

L= {zo(z))" ... ()™ [ n1,...,m >0},
kapjuk, hogy
par(L) = {to + nit1 + ...+ nity | ny,...,n; >0} = S.

O

2.31. Lemma. Minden S C N" féllinearis halmazhoz van olyan L reguliris nyelv,
melyre par(L) = S.

Bizonyitas. Legyen § = S; U ... U Sk, ahol minden 1 < ¢ < k-re S; linearis. Akkor
a 2.30. Lemma szerint minden 1 < ¢ < k-ra van olyan L; reguldris nyelv, melyre

par(L;) = S;.
Legyen L = Ly U...U Ly. Akkor L reguléris és par(L) = par(L1) U...Upar(Lg) =
SiU...US,=S8. O

A fenti két eredményt a kovetkezOképpen foglalhatjuk ossze.

2.32. Tétel. Tetszileges S C N*-re a kovetkez6 harom &llitas ekvivalens:
(1) S féllinedris,
(2) S = par(L), valamely L kornyezetfiiggetlen nyelvre,
(3) S = par(L), valamely L reguldris nyelvre.
Bizonyitas.
(1) = (3) 2.31. Lemma.
(3) = (2) Abbdl kovetkezik, hogy minden reguldris nyelv kornyezetfiiggd is.
(2) = (1) 2.29. Tétel.
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Két igen érdekes kovetkezmény.

2.33. Kovetkezmény. Minden L kornyezetfiiggetlen nyelvhez van vele betliekvivalens
reguldris nyelv.

Bizonyitas. Kovetkezik 2.32. Tételbdl. O

2.34. Kovetkezmény. A ¥ = {a} egybetiis 4bécé feletti reguldris nyelvek mege-
gyeznek ugyanezen dbécé feletti kornyezetfiiggetlen nyelvekkel.

Bizonyitas. A 2.33. Kovetkezmény azt fejezi ki, hogy minden koérnyezetfuggetlen nyelv
szavaiban a betiik dtrendezhetdk gy, hogy az dtrendezés utin regularis nyelvet kapunk.
Az egybetiis abécé feletti szavak azonban nem valtoznak meg egy ilyen dtrendezés utan,
tehdt a nyelv ugyanaz marad. a

2.4. A Chomsky - Schiitzenberger tétel
Vegyiik a

1 1 n n
Zn = { [ ’ ] LRI [ ’ ] }7
n darab nyit6 és zard zardjelbol alld abécét és a

1 1 n n
Gn: S [S]‘...‘[S]‘SS‘&

kornyezetfiiggetlen nyelvtant. Legyen P, = L(G) a Z,-b0l készithetd szabélyos zardjelezések
halmaza.

A kornyezetfuggetlen nyelvek strukturdjira vonatkozéan a kovetkez6 eredményt bi-
zonyitjuk be.

2.35. Tétel. Minden L C ¥* kérnyezetfiiggetlen nyelvhez van olyann > 1, R C (Z,)*
reguldris nyelv, h : Z} — ¥* homomorfizmus, hogy L = h(P, N R).

Bizonyitas. Legyen G = (N, X, P, S) kornyezetfiiggetlen nyelvtan és legyen L = L(G).
Az &ltaldnossidg megszoritds nélkil feltehetjiik, hogy G Chomsky normadlalakban van
(4sd 2.23. Tétel).

Definidljuk a G’ = (N, T, P', S) nyelvtant, ahol

'F:{ [7 ]17 fa ]2 WEP}'
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(Vegyiik észre, hogy T" tekinthetd egy Z, dbécének, pontosabban, van olyan n, hogy
I’ és Z,, kozott bijekcid létesithetd.)
Vegyiik L(G') nyelvet. Eszrevételek:

e L(G") C Pr (ahol Pr a I'-bdl készithetd szabalyos zirGjelezések halmaza).

e Van olyan h : I'* — X* homomorfizmus, melyre h(L(G")) = L(G). Valéban, a
kovetkezd h leképezés homomorfizmussa vald kiterjesztése ilyen:

- minden 7 = A — BC szabaly esetén

1 1 2 2
h([)=nr(])=nr([)=h(])=5¢
- minden m = A — a szabdly esetén
1 1 2 2
h( [)=a, h(])=h([)=h(]) ==

Kérdés, hogy van-e olyan R reguldris nyelv, melyre Pr N R = L(G')?

Altalinosabban, legyen A € N-re L(G',A) = {# € T* | A =%, z}. Ekkor ny-
ilvanvaléan L(G',A) C Pr is teljesill. Keressiink egy R4 reguldris nyelvet, melyre
L(G’, A) =PrNRa.

Ehhez megvizsgaljuk, hogy milyen tulajdonsidgokkal kell rendelkeznie egy z € Pr
szénak, hogy z € L(G', A) is teljesiiljon.

Koénnyen belathatd, hogy az alibbi 6t tulajdonsig sziikséges és elegendd feltétele
annak, hogy egy z € Pr szdra z € L(G', A) is teljesiiljon:

1 2
1) z-ben minden 7 € P esetén | utdn [kovetkezik,
™ ™

2
2) z-ben minden 7 € P-re a | utdn nincs balzaréjel,
T

1 1 2
3) z-benm = A" — B'C' € Pesetén [utdn [jon, ahol p B’ baloldald szabdly, [ utdn
™ p ™

1
[ jon, ahol o C' baloldald szabély,

g

1 12 2
4) z-ben minden m = A’ — a € P szabdly esetén [utdn ] és [utdn ] kovetkezik,
™ m m ™

1
5) z [-vel kezdddik, ahol m A baloldali szabély.

™
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Megadunk 6t regularis nyelvet, melyek metszetei megadjak R 4-t.

1)

4)

KORNYEZETFUGETLEN NYELVEK

Gi:

1
S —aS|e aholael —{ ]| ne P}

™

2
S — ] [S, minden 7 € P-re.

1
]
= L(G1) reguléris nyelv.

Gy -

2
S —aS|e aholael —{ ]| ne€P}

S — ] A, minden 7 € P-re.

1
A| ]S |e, minden 7 € P-re.

™

A—

N 3

Ly = L(G2) reguldris nyelv.

Gs:

S —aS|e aholael —{

N —i

1
S — [ Xy, ahol m = A" — B'C’,

™

1
Xz — [X,, ahol m = A' 5 B'C', p=B' - D'E,
p

1
Xy — [S,aholm=A"— B'C', p=B' — a,
p

2
S — [Yg, ahol m = A’ = B'C/,

1
Y, = [ Xy, ahol m = A" —» B'C', o =C' — D'F/,

g

1
Y, — [S,ahol = A" = B'C', 0 =C' — a.
g

L3 = L(G3) reguldris nyelv.

Gy :

2
,l|m=A" = B'C, we P},
™

60
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S —aS|e aholael —{ | m=A"—a, m € P},

bl

N r—i=
N —N

1
]S, ahol m = A" — a,
2
]

S, ahol m = A" — a.

5) G5:

1
S — [A, aholm=A — BC vagy m = A — a,
m

A —aA e, ahola€l.
L5 = L(G5) reguléris nyelv.

Legyen R4 = LiN...NLs, ami nyilvadnvalén reguldris nyelv. Allitjuk, hogy L(G",A) =
Pr N R4, vagyis
Veel*: A=z <= € PrNR4.

A kovetkez6kben bebizonyitjuk ezt az allitast.
= irdny: Teljesul az 6t tulajdonsig megadasa miatt
< irdny: |z| szerinti indukciéval.

1122
)x=[] [ ]ésm=A — aalaki. (alegrovidebb sz6 Pr N R4-ban, ennek hossza
4)
112 2
Tehdt A— [ ] [ € P, ésigy A= x.

1 12 2
ii)z=[y] [2],mr=A— BC,
™ T T ™

y € PPN Rp és z € Pr N Re, mivel az 1)-5) feltételek teljesiilnek.

Az indukciés feltevés szerint: B =¢, y és C =7, 2.

112 2
G’ konstrukciGja szerint A — [B] [C € P’

m T T ™

1
Tehét A =g |
™
1
[
™

2
=t [z |==x (indukciés feltevés szerint).
Ko
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Tehit L(G", S) = PrNRs (L(G", ) = L(G")), és L(G) = h(L(G")) = h(Pr NRg).

a

2.5. Kornyezetfiiggetlen nyelvek fixpont jellemzése
2.5.1. Parcidlisan rendezett halmazok

Egy <C A x A relicié parcidlis rendezés, ha reflexiv, antiszimmetrikus és tranzitiv,
azaz Va € A-ra a < a, Va,b € A-ra, ha a <bés b < a, akkor a = b és Va,b,c € A-ra, ha
a < bésb<c akkor a < c. Ha < parcidlis rendezés, akkor az (A, <) part parcidlisan
rendezett halmaznak nevezziik.

2.36. Megjegyzés. A parcidlisan rendezett halmaz fenti definiciéja ekvivalens a 2.2.2
alfejezetben megadott definiciéval. Kénnyen igazolhat6 ugyanis a kovetkezé két allitas.

1) Legyen < C A x A parcidlisan rendezés a 2.2.2 alfejezetben megadott definici6
szerint. Akkor < C A x A parcidlis rendezés a fenti értelemben, ahol Va,b € A esetén
a < b akkor és csak akkor, ha a < b vagy a = b.

2) Legyen <C A x A parcidlisan rendezés a jelen alfejezetben megadott definicié
szerint. Akkor < C A x A parcidlis rendezés a 2.2.2 alfejezetben megadott definicié
értelemében, ahol Va,b € A esetén a < b akkor és csak akkor, ha a < b és a # b.

a

s sz

hasznaljuk. Tovabb4, azt mondjuk, hogy

e a<bhaa<bésas#bés

e b>a,haa<hb.

2.37. Definicié. Legyen (P, <) parcidlisan rendezett halmaz és A C P. Egy a € A
elem az A legkisebb eleme, ha minden b € A-ra a < b.

2.38. Lemma. (A legkisebb elem unicitdsa.) Ha (P, <) parcidlisan rendezett halmaz
és A C P, akkor A-nak legfeljebb egy legkisebb eleme van.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy a,a’ € A legkisebb elemek. Ekkor a < a', mert a
legkisebb elem és a’ < a, mert a’ is legkisebb elem. Mivel < antiszimmetrikus, kapjuk,
hogy a = a'. O

2.39. Definicié. Legyen (P, <) parcidlisan rendezett halmaz és A C P. Ekkor

- a € P az A egy felsd korldtja, ha Vb € A-re b < a,

A fels korldtjainak a halmazit UB(A)-val jeloljiik,

Ha U B(A)-nak van legkisebb eleme, akkor azt A legkisebb felsd korlatjinak nevezzik
és V A-val jeloljiik.
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A 2.38. lemmab0dl kévetkezik, hogy ha V A 1étezik, akkor az egyértelmiien meghataroztott.

2.40. Példa. Legyen H egy halmaz, P(H) pedig a H Osszes részhalmazainak a
halmaza. Ekkor (P(H), C) parcidlisan rendezett halmaz. Legyen tovibbd A C P(H).
Akkor VA = (x4 X az A legkisebb fels6 korldtja, ami a kovetkez8képpen ldthaté be.
Mivel minden X € A-re X C VA, ezért VA az A fels6 korlatja.
Most indirekt bizonyitdssal beldtjuk, hogy VA a legkisebb felsd korlat. Tegyiik fel az
ellenkezGjét, vagyis, hogy

van olyan Y € UB(A), melyre VA Z Y.
Akkor van olyan z € VA, melyre z ¢ Y,
akkor van olyan X € Aész € X, melyrex ¢ Y,
akkor van olyan X € A, melyre X ¢ Y,

tehdt Y nem fels6 korldtja A-nak, ami ellentmondas.

O
2.41. Definicié. Legyen (P, <) parcidlisan rendezett halmaz.
- Haay,ag, ... P-belisorozat esetén létezik V{ai,as, ...}, akkor ezt Va,-nel jeloljik.
- Egy a1 < ag < ... alaku P-beli sorozatot P-beli felszallo lancnak nevezunk.
a

2.42. Definicié. Egy (P, <) parcidlisan rendezett halmaz teljes, ha
- van legkisebb eleme,

- minden a1 < ag < ... P-beli felsz4ll6 lanc esetén 1étezik Va,,.

2.43. Példa.
{-.. -1,0,1,2,...}, <) nem teljes, mert nincs legkisebb eleme

{

(

({0,1,2,...},<) nem teljes, mert nincs minden felsz4llé ldncnak fels§ korlitja,
- ({0,1,2,...,00}, <) teljes, ahol minden n-re n < co.

(

fe

[0,1), <) nem teljes, mert bar létezik legkisebb eleme, de példdul az 1 — 1/n
Iszallé lancnak nem létezik a halmazhoz tartozé fels6é korlitja.

- ([0,1], <) teljes.
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Most egy olyan példat adunk teljes parcidlisan rendezett halmazra, melyet a kés6bbiekben
intenziven felhaszndlunk.
Legyen ¥ egy 4bécé és k > 1 egy természetes szdm. Tekintsiik a

(P(E)* = {(L1,..., Ly) | Li C =7}

halmazt és vezessiik be rajta a < rendezést a kovetkez6 médon. Barmely két (L1, ..., L)
és (L},..., L)) elem esetén

(Ly,...,Lg) < (LY,...,L}) < V1<i<k: L; C L.
Akkor a (P(X*)F, <) parcidlisan rendeztt halmaz teljes, mert
e legkisebb eleme (0,...,0),

e minden (Lgn), . ,L,(;L)),n > 1 felszall6 ldnc esetén

o0 o
v, = (U i, U ).

n=1 n=1
a

2.44. Definici6. Legyenek (A, <) és (B, <) parcidlisan rendezett halmazok és legyen
f A — B egy leképezés.

a) f monoton, ha Va,b € A-ra ha a <b, akkor f(a) < f(b).

b) Tegyiik fel, hogy A, B teljesek. f folytonos, ha minden a; < ay < ... A-beli
felsz4ll6 ldnc esetén V f(ay,) 1étezik, és

f(Van) = V{(an).

a
Vegyiik észre, hogy a folytonossig definiciéja emlékeztet a valds fiiggvények folytonossigat
definialé
f(lim z,) = lim f(x,)

n—oo n—oo

képletre.
Azonnal adddik a kovetkezo észrevétel.

2.45. Lemma. Legyenek (A, <) és (B, <) teljes parcidlisan rendezett halmazok és f :
A — B egy folytonos leképezés. Akkor f monoton.

Bizonyitds. Legyen a,b € A és a < b. Megmutatjuk, hogy f(a) < f(b).

Tekintsiik evégett az a < b < b < ... A-beli felszdllé lancot. Ennek a legkisebb fels6
korlatja nyilvdn b. Mivel f folytonos, f(b) = V{f(a), f(b)}. Mésrészt, definicié szerint,
fla) <V{f(a), f(b)} = f(b), tehdt f(a) < f(b). O
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2.46. Lemma. Legyen (P, <) teljes parcidlisan rendezett halmaz, a; < as < ... és
by < b < ... két felszdllé ldnc P-ben. Tegyiik fel, hogy Vidj, hogy a; < b;, valamint
Vidj, hogy b; < a;. Akkor Va, = Vby,.

Bizonyitas. Legyen i > 1 tetszOleges egész szdm. A feltétel szerint van olyan j, hogy
a; < bj. Mivel b; < Vb, kapjuk, hogy a; < Vb,. Mivel i tetszileges, ezért minden i-re
a; < Vb, tehat Va, < Vb,.

Hasonléan lehet megmutatni, hogy Vb, < Va,-t. Mivel < antiszimmetrikus, kapjuk,
hogy Va, = Vb,. O

2.47. Definicié. Legyen (P, <) parcidlisan rendezett halmaz és f : P — P egy leképezés.
Egy ¢ € P elem az f fizpontja, ha f(c) = c.

Minden n > O-ra az f(™ : A — A leképezést a kovetkezSképpen definidljuk. Minden
a € Ara fO(a) =a, & fH(a) = f(F(a)).

Most mar be tudjuk bizonyitani az alfejezet f6 eredményét.

2.48. Tétel. (Kleene fixpont tétele.) Legyen (P, <) teljes parcidlisan rendezett halmaz
és f : P — P folytonos leképezés. Akkor V™ (1) az f legkisebb fixpontja, ahol 1 az
A legkisebb eleme.

Bizonyitds. Legyen ag = 1,a1 = f(L),...,an, = f(L),.... Ekkor ag < a1 < ay...
egy felszalld lanc, mert

apg = 1

a1 = f(ao)

IA

flag) = a1 (mert L a P legkisebb eleme)

IA

fla1) = aq (mert f folytonos, és igy monoton)

Megmutatjuk, hogy f(Vay,) = Vay, vagyis, hogy Va, az f fixpontja. (Vegyiik észre,
hogy n most 0-tél indul.) Mivel f folytonos, igy

f(Vay) = Vf(an) = V{ai,aq,...}.

Tovabbd, az ag < a1 < ... és az a1 < ao < ... felszdllé ldncokra teljesilnek a 2.46.
lemma feltételei. Kovetkezésképpen, Va,, = V{a1,as,...} és igy f(Va,) = Va,, vagyis
Va, az f fixpontja.

Végiil megmutatjuk, hogy Va, az f legkisebb fixpontja. Evégett tegyiik fel, hogy
c az [ egy tovabbi fixpontja. Akkor | < ¢, mivel | a P legkisebb eleme. Akkor f
monotonitdsa miatt minden n-re f(™ (1) < £ (c) = c. Kovetkezésképpen V(™ (1) <
c. Ezzel a bizonyitist befejeztiik. O

2.5.2. Folytonos leképezések (P(X*)) felett

Folytonos fliggvények zdrtsagi tulajdonsdgai:

Most bevezetiink két fiiggvénymiiveletet, majd megmutatjuk, hogy a folytonos fiiggvények
zartak ezekre a miiveletekre. A tovdbbiakban ¥ egy 4bécé, k > 1 pedig egy egész szam.
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2.49. Definicié. Legyenek f,g: (P(Z*))F — P(X*) fiiggvények. Akkor az f+g és fg
fiiggvényeket a kovetkezéképpen definidljuk. Minden (L1,..., L) € (P(Z*))* esetén:

(@) (f +9)(L1,..., Li) = (f(L1) Ug(Ln),..., f(Lx) Ug(Lk)) és
(b) (fg)(Ln,-.., Li) = (f(L1)g(Ln), .-, f (L) g(Lw))-

2.50. Lemma. Ha az f,g: (P(Z*))F — P(Z*) fiiggvények folytonosak, akkor f + g és
fg is folytonosak.

Bizonyitds. Elészor az (a) esetet bizonyitjuk. Legyenek f,g : (P(Z*))* — P(Z¥)
folytonos fiiggvények és legyen (L™, ..., L{™) egy (P(*))*-beli felsz4ll6 lanc. Akkor

(f +9)(V(LW, ..., L))

_ f(v(Lg”),...,L,(c”)))Ug(v(Lg”),...,L,(c”)))
(f + g definicidja)

= (vr@®,....p{M) u (v, L")
(mert f és g folytonosak)

= (U r @, 1) U (U g, 1))
(legkisebb felso korlat (P(X )) ban)
= Uz (ra o pyug®,....L)

= U2 (F+o@™,....LM)
(f + g definicidja)

= V(f +g) L. L)
(legkisebb felso korlét (P(X*))-ban),

tehat f + g is folytonos fiiggvény. A (b) eset bizonyitdsa hasonléan végezhets el. O

2.51. Definicié. Legyenk > 1és f : (P(X*))F — (P(X*))* egy leképesés. TetetszSleges
1 <4 < k-re f;-vel jeloljik és f i-edik komponensének nevezzik azt a figgvényt, melyre
minden (L1,...,L;) € (P(Z*))* esetén f;(Li...,Li) az f(Ly...,L;) vektor i-edik
komponense.

Ervényes lesz a kovetkezo.

2.52. Eszrevétel. Tetszbleges k > 1 és f : (P(Z*))F — (P(Z*))* leképezés esetén f
akkor és csak akkor folytonos, ha minden 1 < i < k-re f; folytonos.

Bizonyitas. Gyakorlat.

Most bevezetiink néhdny olyan folytonos leképezést (P(X*))* felett, melyekre a tovdbbiakban
sziikségunk lesz.

1) Projekcidk:
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Legyen 1 < ¢ < k. Az i-edik k-vdltozés projekcié az a 7r§k) : (P(Z))F = P(Z¥)
fiiggvény, melyre minden (L, ..., L;) € (P(Z*))* esetén

ﬂ'gk)(Ll,... ,Lk) = Lz

Konnyen igazolhatd, hogy a projekcidk folytonos leképezések.

2) Konstans fliigguények:

Legyen w € ¥*. Ekkor f, : (P(Z*))¥ — P(X*) az a fiiggvény, melyre minden
(L1,...,Lg) € (P(X%))F esetén

folLy, ... L) = {w}.

Nyilvanvalé, hogy a konstans fiiggvények folytonosak.

3) Széfigguények:

Legyenek Xi,..., Xy olyan valtozdk, melyek nem szerepelnek ¥-ban és legyen w €
(U {X1,...,Xx})*. Ekkor az f, : (P(X*))F — P(Z*) fiiggvényt a kovetkezbképpen
definidljuk. Legyen w = woX; w; ... X;, wy, valamely n > 0-ra és legyen minden
(L1,...,Lg) € (P(Z*))F esetén

Jw(L,...,Lg) = {wous, wi ... u;,w, | u; € Lj,1 < j <k},

tehdt fi = fuome fuy - fu,. Kovetkezésképpen f,, folytonos, mivel elall a kon-
stans fuggvényekbdl és a projekcidkbol a szorzas miivelettel és a 2.50. lemma szerint a
folytonos fuggvények zartak a szorzds miiveletre.

4) Egyenletrendszerek:

Legyenek ismét X, ..., Xy olyan véiltozdk, melyek nem szerepelnek ¥-ban. ¥* feletti
k wdltozds egyenletrendszernek (ha k nem lényeges, akkor csak egyenletrendszernek)
nevezzuk az E-vel jelolt alabbi formdlis rendszert:

X7 = Wil + ...+ Wip,

Xp = wgr+...+ Wy,
ahol ny,...,ng > 1ésminden1 <i<kés1l<j<m;estén w;; € (BU{Xy,..., Xp})"
E meghatiroz egy fg : (P(Z*))F — (P(X*))* leképezés, melyet a kivetkezéképpen
definidlunk. Minden 1 <4 < k-re legyen f; = fu,, +...+ fu;,, és minden (L1,...,Lg) €
(P(2*))* esetén legyen

fE(L17"'7Lk) = (fl(Llﬁ"'7Lk)7"'7fk(L1""’Lk))'

A fentiekbdl kovetkezik, hogy minden 1 < i < k-re legyen f; folytonos, igy fg is
folytonos, mivel minden komponense folytonos, lasd 2.52. észrevétel.
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2.5.3. Kapcsolat a kornyezetfiiggetlen nyelvtanok és a >* feletti k¥ valtozos
egyenletrendszerek kozott

a) Kornyezetfiiggetlen nyelvtanhoz egyenletrendszer rendelése

Legyen G = (N, X, P, S) kornyezetfuggetlen nyelvtan. Tegytk fel, hogy N = {X1,..., Xy}
és X1 = S. Ekkor P felirhaté a kovetkezo alakban:

X1 — ’U}H‘ |UJ1n1

Xk — wk1| |wknk

G-hez hozzarendeljiik az aldbbi E(G) egyenletrendszert:

X, = w1 + ...+ Wip,

Ekkor fpq) :P(Z*)k -P(2*)* folytonos fiiggvény. Tovabba, a G altal generalt nyelv
és E(Q) legkisebb fixpontja kozott a kovetkezd Osszefliggés van.

2.53. Tétel. Legyen G = (N, %, P, S) egy kirnyezetfiiggetlen nyelvtan. Akkor Vf]gz)G)((@, ., 0)
i-edik komponense megegyezik L(G,X;) = {w € ¥* | X; =¢ w}-vel. Specidlisan az
elsé komponense egyenl§ L(G)-vel.

Bizonyitas.

2.54. Példa. Tekinstika G: S — A|B
A — aAb|ab
B — bBa|ba

nyelvtant. Akkor E(G) a kovetkezd egyenletrendszer lesz:

S = A+B
A = aAb+ab
B = ©bBa+ ba,

tehat fi(G) : P(X*)? =P (X*)3. A 2.48. tétel szerint f5(Q) legkisebb fixpont Vf](ﬂn)((@, 0,0)),
ahol

F(0,0,0) = (0,0,0)

£50(0,0,0) = (0,{ab},{ba})
F2(0.0,0)) = ({ab,ba},{aabb,ab}, {bbaa,ba})
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Tovébba4,

VEM((0,0,0) = ({weS*|S=*w), {weI*|A="w}, {weX*|B=*w})

|
L(G)

b) Egyenletrendszerhez kornyezetfiiggetlen nyelvtan rendelése

Legyen F :
X, = wi1 + ...+ Wip,
Xy = W1 + - -+ Wk,

¥* feletti k-véltozés egyenletrendszer. FE-hez hozzirendeljuk a G(E) = (N, %, P, S)
nyelvtant, ahol

o N=1{Xy,..., X}
[ ] S = Xl
° P:{Xi—>’wij|1§’i§k, 1§j§n,}
2.55. Tétel. Legyen F egy S* folétti egyenletrendszer. Akkor V£V ((0,...,0)) i-edik

komponense megegyezik L(G(E), X;) = {w € * | X; =>G(E) w}-vel. Specidlisan az
els6 komponense egyenl L(G(E))-vel.

Bizonyitds. G(F)-hez rendeljiik hozzd az egyenletrendszert gy, ahogy az a) pontban
le van frva. Ekkor a kiinduldsi E egyenletrendszert kapjuk. E(G(E)) = E. Igy az
allitas kovetkezik a 2.53. tételbol . |
Bebizonyitottuk a kovetkez6 tételt.

2.56. Tétel. Tetszileges L C X* nyelvre a kovetkez6 két dllitas ekvivalens:
1) L kérnyezetfiiggetlen nyelv.
2) L egy ¥* feletti egyenletrendszer legkisebb fixpontjanak valamelyik komponense.

Bizonyitas. Kovetkezik a 2.53. és 2.55. tételekbdl. O
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